
Odredivanje efikasnosti orebrenih 

povrsina rnetodorn konacnih 
razlika* 
Fabris Orest** 

UVOD 

Kod raZJmj ene toplote izmedu dva fluida kroz 
'Pregradnu stjeD'ku cest je s'lucaj da je Ikoe.Eici­
jent prelaza toplote na jednoj strani vrlo visok, 
dok je l1a drugoj ni,zak. Ove nvzlike mogu biti 
i do 1000 'puta velike, sto 'znaci da je ,kolicina 
razmj enjene top'lote s'koro is'klju'Civo di'ktirana 
uslovima na strani sla:bijeg ,koe£icij enta prelaza, 
Za Iprimjer se mogu navesti konvektori Iparnog 
grijanja, gdje se u unutf3'snjosti cijevikonden­
zuje 'para (8000 do 10000 W /m 2K), a sa vanjske 
strane opstrujava vazdu:h prirodnom 'konvekcijom 
:(5 do 10 W/m~K), U ovom i slicnim slucajev'ima 
rj esenje se najeesce trazi u orebravanj'll cijevi, 
odnosno onepovrsine gdje je !koe:ficijent pre'laza 
toplote nizak, 

Jedan takav primjer dat je na 51. 1. Ovdje 
topli fluid unutar cijevipredaje toplotu okolnom, 
hladnijem, Ifluidu. Niz3Jk ,koeficijent prelaza top­
lote na 5 trani okolnog .fl'llida kompenzimn je 
orebravanjem sa t e strane. Na istoj slici 'pri:ka­
zana je temperaturna ras'Pod jela ,karaJkteris tiena 
za slucaj orebravanja. 

A:ko je temperatura cijevi Tc a 'koeEicijent 
'prelaza to'plote na strani hladnijeg Ifluida 0., tada 
je razmjenjena toplota: 

Za izracunavanje ovog izraza 'potrE~bno je Izna­
ti zalkonitost temperaturne ras'P.o'djele duz rebra, 
T, = T,,(x, y). U inzenjerskoj prarksi najeesce se 
racuna sa izrazom: 

Q = AcCt (Tc-To) + ArCt(Tc-To) 7] (2) 

Poredenjem 'izraza (1) i (2) s1jedi dciinicija 
za eEikasnost rebra: 

7] = ---------	 (3) 

iii {Nalko se ,to cesto de:fini:Se u literaturi, to je 

* 	Ova i (Janak prcJ s Lavlja izvo d iz ma¥istar~kog. i doktorskog 
rada autora ) l'ade.nog na King's College, Um verstty of London, 
V. Britanija . 

". Dr Fabtis Orest, d ip l. jng., docent MaSinskog fakultela u Sa­
rajevu i naue ni samdnik E~ERGOINVESTA - ITEN-a , Sa­
rajevo. 

odnos toplote stvarno razmjenjene 'putem r ebra, 
naprama toploti razmjenjenoj u idealnom sluea­
Ju , tj. 'kad cijelo rebro irna temperaturu Te , 

MATEMATSKA FORMULACIJA 

Da bi se ,p roblem razmjene toplote na rebru 
'l11ogao matemats:ki formulisati i zatim rjesiti, 
ov'aj rad ukljueuje sljedece pret'posta,'ke: 

1) toplotni .flu1ks Ii temperatura rebra su 'ne­
zavisni od vremena, tj .proces je stacioniran; 

2) :materijal Tebra je homogen, njegova top­
lotna provodlj'ivost je ,konstantna i ista u svim 
pravcima; 

3) nema izvora toplote ul1utar rebra; 
4) raZJmjenjena toplota je proporcionalna raz­

lici tempera ture rebra i okoline; 
5) koeficijent razmjene toplote je ,konstantan 

'i uni,fol'man napovrsini r ebm; 
6) temperatura O'kolnog medija j e llniformna; 
7) na mj es tu s'poja rebra i osnovne povrsine 

'(cijevi) nema Ikontaktnog otpora; 
. 8) temperatura u Ikorjenu r ebra je uniformna; 

9) debljina rebra je :ma1a u poredenju s'a nje­
govom visinom, ta,ko da se moze ,zanemariti tem­
peraturni .gradijent normalan nadebljinu; 

10) toplota razmjenjena 'kroz vanjsku ivicu 
r ebra je zanemariv'a u 'poredenjll sa toplotom 
razmjenjenom 'kroz bocne povrsine. 

Gornje 'p retpostavke u;]djueuje i vee-ina pre t­
hodnih radova iz .ove oblasti te su one, na neiki 
naci:n, ,posta1e s,tamdard,ne (li,t. [21 [3]. [4] i [5]). 

Tempera tura 
unutrasnjeg 
fluida 

Tempera tura 
cijevi J Tc 

Temperatura 

~-----;,.-,.,; 
rebra, Tr 

Temperatura 
1 0-77;?7;;;;;~;;:;;-- okol ine, To 

Rebra 

I 

51. 1. Rebra na cijevi i ternperaturna raspodjela 
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__~~N~.~i, _j ~r_N_i_+._l,_j __~~ 
Ni . j- I. • 

Za maternats'ku forrnulaciju razrnjene toplo­
te na rebru potrebno je rposmatrati toplotni bi­
lans na e'lernen tu reibra dx· dy (sl. 2). 

U stacionarnom stanju, rprema pretpostavci 1, 
mora bili: 

(4) 

(5) 

Pr irnjenjujuCi Fourie rov zakon provodenja 
dT r dT.. 

toplote (qx = - A - odx i q y = - I, - ' ody), 
dX dy 

,i izrazava juci razmjenjen u toplotu na povrsini re­
bra kao qp = a.. dxdy (T r - To), jednaCina (5) rpo­
staje: 

d 2 T d 2 T,­
- AO - - ' dx dy - AO-­

dX2 dy2 

dx dy + 2 a..t(Tr - To)odx dy = O. (6) 

Uvodeci zamjenu (T,. - To) = 8 «s obzirom 
da je Tr var ijabla, a To ,konstanta , talkode vazi 
3lTJ3x2 = 328j3x2 i 32TJ3y2 = 328j3y2), s:kracujuCi 
i preuredujuci , jed'naCina (6) postaje: 

(7) 

Ovo je Iinearna, parcijalna, diferencijalna jed­
naCina, drugog reda , ehptienog tipa , sa dv,ije ne­
zavisne 'varijable. Na zalost, analiti6ko rj esenje 
ove jednaeine moguce je sarno u nehrn najjed­
nostavnijim slueajeV'ima. Rj esenja te vrste rnogu 
se na6i u lit. [2], [3], [4J i [5]. 

APROKSlMACIJA KONAcNIM RAZLIKAMA 

U ovorn radu jedna6na (7) rjesena je meto­
dom 'konaen ih razhka, a dobivena rjeSenja 8(x, y) 
kOl'iStena su za izraeunavanje efikasnosti geome­
tl'ija orebrenja. Principijelna kara1kteristilka me­
toda 'konaenih raz1i'ka je 'Zamjenakontinualnog 
sist ema »ekvivaktni'ffi« si·stemom od N konaenih 
elemenata. Umjesto t'f3Jzenja rjdenja vazeceg 
unutar cijelog podrueja, dobija se rjesenje sarno 
za N i,zolovan ih tacalka oznaeenih sa Ni, i (s1. 3). 

Meduvrjednosti, ,integrali, defiovacije itd., od­
reduju se interpolacijom. 

Aiko je u tacki N j , i vr-ijednost 8 poznata i 
Ikontinualna, razvijanjern u Taylorov red moze se 
odrediti vri jednost za 8 u susjednim taokarna. 
Na 'primjer, temperatura u taoki 8 i+I , j ce biti : 

Sheno je i za taoku Ni_1, j: 
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51. 2, Element rebra i toplotni bilans 

Adijabatska 
ivica rebra 

y 
(j) 

Izotermska ivica rebra 

x ( i ) 

51. 3. Zamjena kontinualnog sistema sa N tacaka 

d 8· Llx2 d 2(;)
8 i _ I , j = 8 j , i - ilx - -"-) + - '- --,-,) - (9) 

dX 2! dX ~ 

Sabiranjem jedna6na (8) ~ (9) sljedi aproksima­
cija konacnim razlikama ,za 328j3x2: 

3l 8 · . 8 i H . J' + 8 j I . - 28· .I , ) ----'.-'...:.-'-"---_ _ ::.. ' ) I, ) (10)
ilXl 

analogno ,za 3Z8j3yl: 

8 i. i+l + 8 i, i_I - 28i, j (11)
ily2 

Uvrstavanjern jednacina (1 0) i (1 1) u 'parcijalnu 
di.ferencijalnu jednaCinu (7) i mnozeCi sailx2 ilyl, 
ista postaje: 

ilX2 (8i, j+1 + G\ i- I) + ily2 (8;+1 , j + 8 i_1.) ­

a. 
- 2 (ilX2 + ily2 + ilXl ily2) 8 . = 0 (12)

1-.0 )J, 

Posljednja jednaCina se moze napisati u skrace­
nom obliku kao: 



0.170 

0.1 

/ 

51. 4. Pravougaono rebro na dvije ivice 

Jednacina (13) je l,inearna algebarska jednaCi­
na sa pel nepoznanica El. Premaistom sablonu 
se mogu narpisati jednacine za ostale tacke siste­
ma. Na ovaj nacin se dobija sistem od N jedna­
cina sa N nepoznatih, !koj'i se moze rela tivno la-ko 
rjesiti upotrebom dirgitalnog racunara . 

Kao pmktican primjer, na sl. 4. 'dato je pra­
vougaono rebro vezano prelko dV'ije ivice na .zid 
temperature Ele­

Ka'ko se sa s1. 4. vidi, kontinu'irana povrSina 
rebra zamjenjena je sa devet elemenata, odnosno 
devet taca,ka. Granicni uslovi obezibjeduju se do­
davanjem imaginarnih taca'ka ako rebra. Za izo­

Br.tacaka 

50 

66 

100 

200 

Rjesenje 

0,1579 

0,1618 

0,1640 

0.1662 

0 . 165 

0. 160 

200 100 66 50 

51. S. Dobijanje konacne vrijednosti za '11 
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51. 6. 

UE\ j - VEli_J, j -VEli+l,j­
- ZEl i. j_1 - ZEl i . j+l = 0 (13) 

gdje SU: 

teI'mske ivice rebTa, zid :konstantne temperature, 
imaginarne taoke imaju fi ,ksnu vrjednost tempe­
rature, El = Ele . Za adij aibats'ke, slldbodne ,ivice re­
bra temperaturni gradijent je nula, 'prema pret­
postavci 10. Ovaj 
njemda su: 

us lov obe:zJI:YjedJu!je se stav'lja­

(14) 
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51. 7. 

1.0 1"'iW--T-II-~:=::C=r:=::r:==::;l 
5PlAALA - CILIHOAR 

@ill? 
L !­ 5 

tJ. 0: KotF P~d.ALA TC*'l.CI f 

~L -~~~~~~:r:' -:-><DI'==Fi=1G'!=-m:::' ~' E=::::OO1=t=' . ==~ 
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0.0 '-­_ .__~_'--_._J'----'_~'______I____.l 

0,0 0,5 1.0 ',5 2.0 2,5 

(RR - Rcl VT;'i:5 

51. 8. 
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SI. 9. 

1,0 

0,9 

i 0, 9 
~ 
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~ 0,& 
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Eo 	 0,5 

0,' 
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0,2 

0,1 
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00 0,5 1,0 I., 2.0 2,5 
H ~1 ,,5 

SI, 10. 

O, O L_l-_~_.L.._~___L_ _L__~___~~~ 

0,0 I,D 2,0 3,0 ' ,0 '>,0 

H~ 

SI. 11. 

k dnaCina (13) sada moze biti primjenjena 
za devet tacaka,cija temperatura treba da bude 
odredena; 

za ta6ku 1: 

VEl I -- VEle - VEl2-- ZEle - ZEl4 = 0 
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SI. 12. 

za t'aoku 2: 

za ta6ku 3: 

za taoku 9: 

iii prerna jednaCi ni (14): 

(V -- V -- Z) El9 -- VEls - ZEl6 = 0 (15) 

Dobiveni sistem od devet jedna6ina ima isto 
tohko 'i nepoznatilh i moze biti rj esen je'dnom 
od po:zmatih m e toda numericke analize (u ovom 
radu koristene su m etode: Gaussove el~minacije, 
sukcesivne over-relaiksacije i konjugovanog gradi­
jenta) . 

Rj esenje sistema jednacina OS) daj e nume­
ricke vrijednosti za Ell, El2' El3' .. " El9. Ovi rewl­
tati se lZa-uim koriste za izracunava nje efiikasnost i 
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TabLica 1. Krug - krug; N, = R/R., N p = (R, - R,) 
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Tablica 
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Tablica 3, Spiraia - cilindar; N. = R,/ K, N" = (R, - R,) 
Y a./H, 
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4. Elipsa - elipsa; N. = (b + H) / b, N" = H 

rebra, a prema izrazu (3). Odnosno, zamJ enJuJucI 
i ovdje kontinuaIan sistem sa N elemenata, i'zraz 
za efiikasnos't rebra postaje: 

~ = -----------------

Prema pretpostavci 5, ,koeficijent a je kon­
stantan, pa se u izrazu(16) m oze pokratiti. 

NUMERlcKI REZULTATI 

Sasvim je jasno da su rJ esenja dobivena m e· 
todolll 'konacnih raz1i<ka salllO cpriblizna rjesenja, 
Meou lim, povecanj em broja elemenata, tj. bo­
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1. ~O\1 ., '(5 .2;' 2 . ;'(, ;) , " ; (, . j ~ .' . )~o . » 3 . / :--::' • t ;1; 

2 . 1)' ''0 .11~ . 1 ~:: • lO ll . ;· 1 ~ 0 - :' . 2:9 

2 . '\00 . 08 5 .115, 1.1 ,1 .1 (') . 1::,: . ?(,~ 

Tablica 5. Kvadrat - kvadrat; No = S / H, N, - H 
Ya/'Jco 

(, . 0 1.0 1 . 2 1 • S 2 . 0 3.0 co 

O. UO 1.000 1.000 1. 000 1. 000 1.000 1.000 1. 000 

0 .2 5 . S'02[) . 97,)0 . ')'1 0 . ')7 2 5 . ') bO~ . 9 ..··iIj .')GO) 

0. 50 . 93 :; ;0 . ~\ 25{~ . ,); :,6 . Q00b .llfi 76 . 0 7~j . 06 11 

0 . 75 . 1)700 . '15 10 . :'~ ( \ ;'> . t! l:11 3 . 7c>59 .7 6311 . 7 ~1 0 

1. 00 .7'166 . 770,) • 7~34 . 7 14') .(.n 60 . G?7 1 . 62C2 

2 . 1) 0 . 51,69 . :; 1 /!6 . / f) 2. 0 • 'I,;q :: . ;1. 1 6~ . : IJ ~f} . 3) 11 

2 . 5'.1 . J635 . (''53/1 . ~ O;,2 . )'i jl .' ,pJ . 3V 6 .? 82~ 

3. 0 0 . 41)0 (' . Yl~, l . 7,d' (, .jl lll . ~907 . 2631 . 2) )1> 

3 · ,)~ . :; ~·, ;: i .3 :~ 7 1 . j (!:' l . :'7 '( 1 . ': ';<' 1 . ~~'7 1 . :.'020 

.~ . 00 . ;' 1 ,','1 . 2 ')'.)') . :d m . 2,; ) ) .2221 .1 ';,) 6 . n6 fJ 

. 2 el 2 ) .=(;1 9 . 21) 1 0 . 2200 .1 991 . n r.? .1 ) '(1 

5 ·UO . 2574 . 238 1 . 21llB .1 ~~1 .1 ~ 01 .1 607 .1~1 4 

Tablica 6. Pravougaonik na dvije ivice; N, = W / H, 
N p = H Y a/'Jc8 

1.0 1.1 5 1,3 1. 5 1.7 2, '" 3.0 /, .c. E. o 

1. 000 1, \"JJ 1. (,00 l . c eO 1 • . "~ 1. J 1. C;,"j lo Co ' "'\ 1. J 1. C. ~)('\ 

. 9'-l6 . r''?5 . ) '11 . ::::: .1 . . f l' ~ . ~~ : ; (. . j",:L 

. ;1':':; . '4,"..0 • 9i J • :.o'i5 

. ij ( 2 . 0~n . ? ')~ . :O,·l'~ • -' .' 1 "" -/ 1 • ';' '; 

. ,.}( . ~' ''' 7 . 9 19 . ~q1 . ( 1 ~2 . " 1 .' ; 

. i..q o .t!li5 . ~.J ·j 1 . r.;:--'~ • . 11 . : ~,~ .-', ' 

.7 97 ,. 77':, ,'{!,,7 • ~ 1 . · i · ~ ',~ . (,~ ' .e(1 . ,,"~ :: . ~ 2~ . :" ), 

. ', :)-1 . ·I',U ... LlO .l Y? . :.. '/f ', , -, . : $, , ";" / . ~'i '" . 51; 

.. '" 
' .I f ' ) 

• .1 , <~ 

. ,: 1-; . ,', -:, 

: i't . -'1' 

: ~ ) • til - , 355 

. ; ,11 , , 21 

n , '( 5 

1 . ~: 

2. 00 

2 . ,0 

'1 . 00 

!1. . Cl') 

) . UII 

Tablica7. Trougao na 	dvije ivice; N, = W/H, N, = H 
Y a/'Jc8 
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ljom a'proksimacijom kontinualne povpsioe, 'po­
sti,ze se i veca 'tacoost vrijednosti za e i 11 (lit [1]). 
Ova bnjenica .(iako pooekad zahtjeva dugotmjna 
racunanja, ako se trazi veca tacnost) ikoristena je 
u ovom radu za dobijanje 'konacnih vrijednosti 
za e£i'kasnost orebrenj,a. 

Na sl. 5. datt je p:rim0er dobijaJIlja jedne ko­
naane vrijednosti za efilkasnost ak'ru~log reblra na 
cij'evi (metod kona6nJih ra,&h'ka, ci'1iJndricne koor­
di,nClite, pl<LIIS bolja aprokJs~macija). 

Kao sto se i mo~lo ocek,ilvati, balja ap,rosiki­
maciua ('vise eJ.emenata) daje ta60ije wijecLnosti. 
Za dobi0anje e~alkJt!Oog rjeseoja potJreibno je ici 
na beskonacao hroj elemen3Jta, s.to je ilz pralk,uic­
nih razlQga nemoguce. Na s1. 5. gr3'6iokom elks,bra­
polaci'jom 3iproki$'im~[3Jn je ovaj ,ildeallan s1ucaj i 
dobirvena konaana vriJedoost za 11. 

Kod ovog konlkJret'nog primjera konacall1 re­
Ziu1talt za e.filkasnost rebra je 0,1683, dok je e~ak-
1.no rjesenje 0,16832 ('L~t. [2]). S:li6na ,poreaenja v[­
sena su za s've s,1ucajeve gdje je to billo mo~uce, 
a tacnost re:wita:ta hetalla se od bri do pet broj­
nih mjesta. 

U tablicama 1, 2, 3, 4, 5, 6. i 7. i dija§ramima 
(sl. 	 6, 7, 8, 9, 10, 11. i 12) date su vlrjedno:Sti za 
efi~k3'snost rannih geometI'j;ja orehrenja u 6unlkciji 
beZJdi;menzionaDnih broje:va. Ta6nost podataka Ll 

tahli,cama je tri do cetiJri broj,na mjes'ta. S obzi­
rom da Sill di<jagra1mi ortani na »cOITl,'P'Uiter plot­
teI'u«, a na O'snolvu podatalka iz taJb:lica, taenos t 
relJuMata iz diij ag,rama je dva do tri oo-O'jll1a 
mj esta. 

Oznake koriscene u tekstu 

x, y 	- 'koordilnate [m] 

A 	 -- povrs'iina [m2] 

T tempe.r3Jtma [K] iii [OC] 

q speciJ£ioni tQplotni f.luiks [Wlm'] 
Q toplotni BI,Ulk,s [W] 

Grcki simboli 

Ct. - Ikoef,idijent prelaza toplote [W/m'K] 
e - tempmat'llirna raZll>ilka (T r - To) [K] i'li 

[0 C] 

11 ef1iJkClisoas't rebra [-] 

), -koefiicijent taplotne vodljoi,vosti [W/mK] 


o - deblU,ina rebra [m] 


Indeksi 

c - cijev, zid 

o - OIko1ina 


Ir - 'rehro 

IP - rpo,,!'s,j,na Tebra. 
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