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Kod razmjene toplote izmedu dva fluida kroz
pregradnu stjenku cest je slucaj da je koefici-
jent prelaza toplote na jednoj strani vrlo visok,
dok je na drugoj nizak. Ove razlike mogu biti
i do 1000 puta velike, §to znac¢i da je koli¢ina
razmjenjene toplote skoro iskljuCivo diktirana
uslovima na strani slabijeg koeficijenta prelaza.
Za primjer se mogu navesti konvektori parnog
grijanja, gdje se u unutra$njosti cijevi konden-
zuje para (8000 do 10000 W/m?K), a sa vanjske
strane opstrujava vazduh prirodnom konvekcijom
(5 do 10 W/m?K). U ovom i sli¢nim slucajevima
rjeSenje se najcesce trazi u orebravanju cijevi,
odnosno one povrsine gdje je koeficijent prelaza
toplote nizak.

Jedan takav primjer dat je na sl. 1. Ovdje
topli fluid unutar cijevi predaje toplotu okolnom,
hladnijem, fluidu. Nizak koeficijent prelaza top-
lote na strani okolnog fluida kompenziran je
orebravanjem sa te strane. Na istoj slici prika-
zana je temperaturna raspodjela karakteristi¢na
za slucaj orebravanja.

Ako je temperatura cijevi T, a koeficijent
prelaza toplote na strani hladnijeg fluida «, tada
je razmjenjena toplota:

Q = QC:J:M + Qrshv:t

Q=Aa(T.—T,) + [fa(T,—T,) dA, (1

Za izralunavanje ovog izraza potrebno je zna-
ti zakonitost temperaturne raspodjele duz rebra,

T, =Tu«x,y). U inZenjerskoj praksi najesée se
raduna sa izrazom:

Q:Aca’(Tc—To) +Ara(Tc_To)n (2)
Poredenjem izraza (1) i (2) sljedi definicija

za efikasnost rebra:

[fa(T, —T,)dA,
A, (T.—T,)

ili kako se to Cesto definiSe u literaturi, to je
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odnos toplote stvarno razmjenjene putem rebra,
naprama toploti razmjenjenoj u idealnom sluca-
ju, tj. kad cijelo rebro ima temperaturu T..

MATEMATSKA FORMULACIJA

Da bi se problem razmjene toplote na rebru
mogao matematski formulisati i zatim rjesiti,
ovaj rad ukljucuje sljedede pretpostavke:

1) toplotni fluks 4 temperatura rebra su mne-
zavisni od vremena, tj. proces je stacioniran;

2) materijal rebra je homogen, njegova top-
lotna provodljivost je konstantna i ista u svim
pravcima;

3) nema izvora toplote unutar rebra;

4) razmjenjena toplota je proporcionalna raz-
lici temperature rebra i okoline;

5) koeficijent razmjene toplote je konstantan
i uniforman na povrsSini rebra;

6) temperatura okolnog medija je uniformna;

7) na mjestu spoja rebra i osnovne povrsine
(cijevi) nema kontaktnog otpora;

8) temperatura u korjenu rebra je uniformna;

9) debljina rebra je mala u poredenju sa nje-
govom visinom, tako da se moZze zanemariti tem-
peraturni gradijent normalan na debljinu;

10) toplota razmjenjena kroz vanjsku ivicu
rebra je zanemariva u poredenju sa toplotom
razmjenjenom kroz bo¢ne povriine.

Gornje pretpostavke ukljucuje i vedina pret-
hodnih radova iz ove oblasti te su one, na neki
nadin, postale standardne (lit. [2], [3], [4] i [5]).

Temperatura
unutrasnjeg
tluida
. Temperatura
cijevi, Tc

Temperatura
rebra, Tr

L Temperatura
— ~ okoline, To
/. z
j‘ \Rebrq

_Oshovna
povrsina

S1. 1. Rebra na cijevi i temperaturna raspodjela
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Za matematsku formulaciju razmjene toplo-
te na rebru potrebno je posmatrati ‘toplotni bi-
lans na elementu rebra dx-dy (sl. 2).

U stacionarnom stanju, prema pretpostavci 1,
mora biti:

Z Qulaz = Z Qiglaz )

;5 .
Qe+ Qv = [qx + —qx dX) + [qy +
aX

2 -
+~—-qydy}+‘2qp (3)
y
Primjenjujuéi Fourierov zakon provodenja
2 2T,
toplote (q, = — 2T 8dx i g, =—» L ady),
2X oy

i izrazavajuéi razmjenjenu toplotu na povrsini re-
bra kao g, = adxdy (T, —T,), jednaclina (5) po-
staje:

22T, 22T,
— b 'L dx dy — A8 — T
ox2 2y2
dxdy + 2 «(T,— T,)dx dy = 0. (6)

Uvodeé¢i zamjenu (T,—T,) = © (s obzirom
da je T, varijabla, a T, konstanta, takode vazi
92T, /0x2 = 92©/9x? 1 &T,/dy? = #@/dy?), skracujudi
i preuredujuéi, jednacina (6) postaje:

220 a? O 2
ax? ay? 28

©=0 (7

~ Ovo je linearna, parcijalna, diferencijalna jed-
nacina, drugog reda, elipti¢nog tipa, sa dvije ne-
zavisne wvarijable. Na zalost, analiticko rjesenje
ove jednaline moguce je samo u nekim najjed-
nostavnijim slucajevima. RjeSenja te vrste mogu
se na¢i u lit. [2], [3], [4] 1 {5].

APROKSIMACIJA KONACNIM RAZLIKAMA

U ovom radu jednacina (7) rjeSena je meto-
dom konacnih razlika, a dobivena rjeSenja ©(x,y)
kori§tena su za izraCunavanje efikasnosti geome-
trija orebrenja. Principijelna karakteristika me-
toda kona¢nih razlika je zamjena kontinualnog
sistema »ekvivaletnime« sistemom od N konac¢nih
elemenata. Umijesto trazenja rjesenja vazeceg
unutar cijelog podrudja, dobija se rjeSenje samo
za N izolovanih tafaka oznacenih sa N; ; (sl. 3).

Meduvrjednosti, integrali, derivacije itd., od-
reduju se interpolacijom.

Ako je u ta¢ki N; ; vrijednost ©® poznata i
kontinualna, razvijanjem u Taylorov red moze se
odrediti vrijednost za ® u susjednim taCkama.
Na primjer, temperatura u tadki @, ; e biti:

20, Ax? 220,
@ ;+ Ax T QSR Z S0l
' X% 2 ex?

® (8)

ivl, ] —
Sli¢no je i za tatku N;_,; ;:
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SI. 2. Element rebra i toplotni bilans

Adijabatska
ivica rebra

(i)

= it

Sl. 3. Zamjena kontinualnog sistema sa N tacaka

20, ; Ax22%0
i1, =8 —Ax —Hp— . (9)

2X 2t ox?

Sabiranjem jednacina (8) i (9) sljedi aproksima-
cija konacnim razlikama za 920/dx2:

_?f)i’ jA — ®i " I; j7+ ®j<_l,_j aa 291, i (10)
ax? AX?
i analogno za 90 /9y
aZQi,j‘ _ ®i,7i:l + ®_._J l—‘2®i,j (11
ayz Ayz

UvrStavanjem jednadina (10) i (11) u parcijalnu
diferencijalnu jednacinu (7) i mnozedi sa Ax2Ay?
ista postaje:

AX* (8, + O ;) + AV (O, j + O j) —

—2(AX? 4+ Ay? 4 }“5 A2 AY) O, =0 (12)

Posljednja jednacina se moze napisati u skrade-
nom obliku kao:
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Sl. 4. Pravougaono rebro na dvije ivice

el Br. taéaka | Rjesenje
50 | 0,1579
0, 1683 L 100 | 01640 |
f'\/\\ 200 | 0,1662 |
1 ~
0.165
0.160 J
200 100 66 50

Sl. 5. Dobijanje kona¢ne vrijednosti za 7

Sl. 6.

ue, ,—Ve, , | —Ve, ,  —
—78, ; ,—18, |, =0 (13)

gdje su:

U =2 (ax? + Ay + «CC—GAX2 Ay?)
A

V = Ayl
Z = Ax2,

Jednacina (13) je linearna algebarska jednaci-
na sa pet nepoznanica ©. Prema istom Sablonu
se mogu napisati jednacine za ostale taéke siste-
ma. Na ovaj nacin se dobija sistem od N jedna-
¢ina sa N nepoznatih, koji se 'moze relativno lako
rjediti upotrebom digitalnog racunara.

Kao prakti¢an primjer, na sl. 4. dato je pra-
vougaono rebro vezano preko dvije ivice na zid
temperature ..

Kako se sa sl. 4. vidi, kontinuirana povrsina
rebra zamjenjena je sa devet elemenata, odnosno
devet tacaka. Grani¢ni uslovi obezbjeduju se do-
davanjem imaginarnih tacaka oko rebra. Za izo-
termske ivice rebra, zid konstantne temperature,
imaginarne tac¢ke imaju fiksnu vrjednost tempe-
rature, ® = O_. Za adijabatske, slobodne ivice re-
bra temperaturni gradijent je nula, prema pret-
postavci 10. Owvaj uslov obezbjeduje se stavlja-
njem da su:

@, =0, 0, =0, ..... (14)
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Jednacina (13) sada moze biti primjenjena
za devet tacaka, €ija temperatura treba da bude
odredena;

— za tacku 1:

Ue,—Ve,—Ve,— 728, —70, =10
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— za tadku 2:

U®, — VO, — VO, Z0.— 78, = 0

— za tacku 3:

— za tacku 9:

UG, — VO, — VO'y — Z0, — 76, = 0

— ili prema jednacini (14):

(U—V —2)8,— VO, — 70, = 0 (15)

Dobiveni sistem od devet jednadina ima isto
toliko 1 nepoznatih i moZe biti rjeSen jednom
od poznatih metoda numericke analize (u ovom
radu koriStene su metode: Gaussove eliminacije,
sukcesivne over-relaksacije i konjugovanog gradi-
jenta).

RjeSenje sistema jednacina (15) daje nume-
ricke vrijednosti za ®, ©,, ©;, .... 0, Ovi rezul-
tati se zatim koriste za izracunavanje efikasnosti

T
2.0 2.4 7.0 4.0 6.0 0
ot 14000
59 i1
£ iks
15 ;
.
e
G +6012 JETHS
4 41 5143
2.4 5
0 L39S W37 3480
1606 L3414 349 L2040 J2096 L2408
2.000 ‘ « 3571 L3210 2973 2729 253871 <2306 .2040 AT17 1392
2,500 «2B24 L2557 «2349 L3133 1565 1773 <1548 1279 1014

Tablica 1. Krug — krug; N, = R./R,, N, = (R.—R.)
\] (X,/)»S



0,600 140160 1090 190 1 1000 1,000 1,000
Q.2¢ JIE0? LA J9ET2 2 LOT8% L9617 L9047
Ca 50 HSOTT 8737 SBUTS LGN JN0%E L0018 L9318 J9423
@150 w10 16 STTET L19HY JLR25 JL441 L8621 L8815
1,040 SETRD LTBTA L6TPG 8996 JT3T2 L1603 JTU4D JBA20
1.25 LB336 L5007 LHU1E L1185 JO4TO L6006 L7094 L7418
14590 SATUN LAGAT W BLET JHETR LNYES G609 L0403 6757
24000 JIEIT TR GBIV @i lUT SAWT SA95T 526T 563
2,500 SEURE JAAT JEAVG D L3814 L4136 4405 4768
3,000 | L2386 JOERD L0T1 LE0% L3244 J53% L3798 L4112
$.50C 20 RASY BigEe ) <2018 <3081 L3320 L3004
14k &1 140G (P08 L2240 (2490 #2729 52946 L3205

Tablica 2. Krug — krug; N,
v /A8

R./R., N, = (Re—R,)

C.00U | 1.600 1.000 1.000 1.006D 1.0u0 1,000 1.000 1.000 1.000

W2 <9816 L9796 9763 9725
0.8 89 .9305 .9234 9119 ,8988
0,278 £8575 .0439 .8225 .7983
0,500 21738 GTOAT 7248 L6920
0.625 G0 L6897 6663 .6306 5935
0,750 L6112 .5852 .5463 5068

0,875 | 60826 €506 ,(221 .6020 5749 5410 .5137 .4737 .4340
1,000 | L6202 L5029 L5637 L5427 L5157 L4800 .4524 .4127 L3739

1,250 | 45336 4079 .4664 .4451 4181 30831 .3567 .3195 .2843
1.590 SABCU J42D5 (3920 L5715 3458 3130 .2886 2548 .2235
1.750 | +39% L3161 .2921 ,2618 ,2395 .2090 .1811
Z7.000 | 1 3107 L2917 <737 2518 .2236 2032 1756 1507
2,590 2 <2537 .2301 .2145 1957 1715 1543 .1313 .1108

Prema pretpostavci 5, koeficijent o je kon-
stantan, pa se u izrazu (16) moze pokratiti

NUMERICKI REZULTATI

Sasvim je jasno da su rjeSenja dobivena me-
todom konac¢nih razlika samo priblizna rjeSenja.
Medutim, povecanjem broja elemenata, tj. bo-

5 \Zig 2.2 2.4 247 3.0 Tk 1.C e 10.0 @
7'.\ 12000 1.0 Ts T 16900 1,650 1,060 1,080 1.000
2139 [ . 2 U0 36 o5 | - S T 7
G200 891 . S9LG WRI8 o ¢
t f 11 <707 . . G . #2857 S R 61

050 620 o » 21 .
0,625 + 914 710 TaY I '

U750 -427
0,075 .358

1,000 L1504
1,250 226
1,508 15

2,000 L6
2.500 005

Tablica 5. Kvadrat — kvadrat;
VvV oo/\8

N

240 3.0 6.0 @

Tablica 3. Spirala — cilindar; N,=R./R., N,=(R,—R,)
\/ (7./7\,6

NoNWg | 1.0 1.4 2.0 2, 4.0 Yoy 7.0 10.0
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0.250 L2967 JS65 L9981 LGNS 949 94
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2,504 312 W209 L2800 253 232 274 189

Tablica 4. Elipsa — elipsa; N. = (b + H)/b, N.=H
Vv oa/\8

rebra, a prema izrazu (3). Odnosno, zamjenjujuci
i ovdje kontinualan sistem sa N elemenata, izraz
za efikasnost rebra postaje:

Za (Tx - To) Ax Ay
n= . (416)
e (Tc T To) Ar

0,00 | 1.000 1,000 N0 1,000 1,000 1.000 1.000
0.2 L0828 L9798 JUTE3 L9725 9684 L9804 L9603
0.50 | .9352 .9254 97156 L9008 L8076 L8743 L8611
0.75 | «2700 .3510 8302 Q083 7559 7634 7410
1.00 | .7966 .7709 7434 7149 6860 €571 (202
6577 5589 5252 4917 4580
2.00 | J5469 5146 LABE0 L449% L4166 JTBID L3511
2.50 | 4635 4334 .40%2 3731 6428 L3126 .2824
3,00 | 4006 3731 L3456 3181 L2907 2631 .23506
3,50 | JIB2T L3271 L3001 L0771 L2821 L2271 L2020
4,00 | L2138 ,2929 L2631 .24 2224 1996 1765
A.50 | 02829 L2619 L0410 L2200 L1991 L1782 L1571

5.00 | 42574 L2381 L2188 L1994 L1801 L1607 L1414

Tablica 6. Pravougaonik na dvije ivice; N.= W/H,
N, =H V a/\8

i, 2.7 05 3.0 40 €.0
1 1095 1,000 1.800 1.450
sanys 5 {

A 704 2y 5
f e ©29
« T <711 . STO
iy 5 597
15 . Y 512

o217 ~ SR 44

i 3 . /(
129 3 .335
- TR RN 321
= 324 <3 293

Tablica7. Trougao na dvije ivice; N, = W/H, N, = H
vV /A8
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ljom aproksimacijom kontinualne povrsine, po-
stize se i veda tacnost vrijednosti za ® i 1 (lit [1]).
Ova c¢injenica (iako ponekad zahtjeva dugotrajna
racunanja, ako se trazi veca tacnost) koriStena je
u ovom radu za dobijanje konaénih vrijednosti
za efikasnost orebrenja.

Na sl. 5. dat je primjer dobijanja jedne ko-
na¢ne vrijednosti za efikasnost okruglog rebra na
cijevi (metod konadénih razlika, cilindri¢ne koor-
dinate, plus bolja aproksimacija).

Kao $to se i moglo ocekivati, bolja aproski-
macija (viSe elemenata) daje tacnije vrijednosti.
Za dobijanje egzaktnog rjeSenja potrebmo je ici
na beskonacan broj elemenata, &to je iz prakitic-
nih razloga nemogudce. Na sl. 5. grafi¢kom ekstra-
polacijom aproksimiran je ovaj idealan slucaj i
dobivena konaéna vrijednost za 1.

Kod ovog konkretnog primjera konatan re-
zultat za efikasnost rebra je 0,1683, dok je egzak-
tno rjeSenje 0,16832 (lit. [2]). Slidna poredenja vr-
Sena su za sve sluCajeve gdje je to bilo moguce,
a taénost rezultata kretala se od tri do pet broj-
nih mjesta.

U tablicama 1, 2, 3, 4, 5, 6. i 7. i dijagramima
(sl. 6, 7, 8,9, 10, 11. i 12) date su wrjednosti za
efikasnost raznih geometrija orebrenja u funkciji
bezdimenzionalnih brojeva. Tadnost podataka u
tablicama je tri do Cetiri brojna mjesta. S obzi-
rom da su dijagrami ortani na »computer plot-
teru«, a na osnovu podataka iz tablica, tacnost
rezultata iz dijagrama je dva do tri brojna
mjesta.

Oznake kori$éene u tekstu

X,y — koordinate [m]
A — povr§ina [m?]

T — temperatura [K] ili [°C]
q — specifidni toplotni fluks [W/m’]
Q — toplotni fluks [W]

Grcki simboli

a — koeficijent prelaza toplote [W/m*K]

0 — temperaturna razlika (T,.— T, [K] ili
[°C]

n — efikasnost rebra [—]

L — koeficijent toplotne vodljivosti [W/mK]

6 — debljina rebra [m]

Indeksi

c — cijev, zid

o — okolina

r — rebro

[p — ipovrSina rebra.
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