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Iako se u mnogim slu¢ajevima uzima da
je voda nesti$ljiv fluid i da njena
gustina ne zavisi od promene
temperature i pritiska, ima slucajeva
kada to nije mogude zanemariti. Ovde
je naden pogodan matematicki izraz za
zavisnost gustine vode, odnosno
specifi¢ne zapremine, od temperature i
pritiska, u opsezima koji odgovaraju
stanju vode u kuc¢nim instalacijama
grejanja, ventilacije i klimatizacije.
Dobijeni izraz je pogodan za
izraCunavanje gustine, tj. specifi¢ne
zapremine vode za bilo koju
temperaturu i pritisak u datom opsegu,
sa velikom ta¢noscu.

1. Uvod

U literaturi je zavisnost gustine odnosno spe-
cifi¢tne zapremine vode [p = 1/v (kg/m?] od tem-
perature i pritiska najées¢e prikazama tabelarno
na osnovu merenja [1]. Za razne prorafune, ana-
lize, automatsku odbranu podataka i razne simu-
lacije nekih termodinamidkih procesa potrebno
je poznavati analiti¢ki izraz promene gustine
vode u zavisnosti od promene temperature i pri-
tiska. U ovom prilogu je analiti¢ki izraz zavisno-
sti gustine vode wod temperature u opsegu od
40°C do 100°C i pritiska u opsegu od 1 bar do
10 bar.

Izabrani opsezi temperature i pritiska su od
interesa za hidraulicke i termodinamicke prora-
¢une i amalize za kudne instalacije centralnog

grejanja, ventilacije i klimatizacije. U tabeli (1)
je prikazana specifiéna zapremina prema litera-
turi [2], pri éemu za pritiske od 6 do 9 bara nisu
dati podaci.

Iz tabele (1) se vidi da je uticaj pritiska vrlo
mali, tako da se u inZenjerskoj praksi mozZe zane-
mariti. Na slioi 1. je prikazana grafi¢ka zavisnost
specifi¢ne zapremine od temperature za pritisak
p = 2bara, pri ¢emu je kriva (1) dobijena na
osnovu vrednosti iz tabele 1.

2. Matematicka razrada
Analizom raznih oblika funkcija pokazalo se

da krivu (1) na slici 1. najbolje prati funkcija
opSteg oblika:

v = (At 4+ Bt + C) e™ 1)
gde su:
v — specifiéna zapremina [m?®/kg],
t — temperatura [°C],

A, B, C, m — koeficijenti.

Posto su za odredene temperature poznate
vrednosti specifiénih zapremina u jednadini (1)
ostaju kao nepoznate koeficijenti A, B, C, m.
S obzirom da ima detiri nepoznata koeficijenta,
da bi se oni odredili, potrebno je rediti cetiri
jednacine,

Za formiranje potrebnih jednadina usvojene
su temperature vode t = 40, 60, 80 i 100°C i njima
odgovarajuée specifi¢ne zapremine prema tabeli
1: v, =1,00776 - 103, v,=1,0171 1073, v;=
=1,02916 - 103, v, = 1,0437 - 103 za p = 1bar,
s tim da je vrednost v, uzeta za grami¢nu tem-
peraturu 99,7 °C, a vrednost v, i v; su fiktivno pro-
Sirene za jedno decimalno mesto, tako da njihove
vrednosti zaokruZene na sedmu decimalu pred-
stavljaju vrednosti iz tabele 1.

Tabela 1.

T v (t, p) 10° [m’/kg]

p [bar] 1 2 3 4 5 10

t [°Cl
40 ‘ 1,0078 1,0077 1,0077 1,0076 1,0076 1,0074
50 1,0121 1,0120 1,0120 1,0119 1,0119 1,0117
60 1,0171 1,0171 1,0170 1,0170 11,0169 1,0167
70 1,0228 1,0228 1,0227 1,0227 11,0226 1,0224
80 1,0292 1,0291 1,0291 1,0290 11,0290 1,0287
90 1,0361 1,0361 1,0360 1,0360 1,0359 1,0357
100 — 1,0437 1,0436 1,0436 11,0435 1,0433
110 — 1,0518 1,0518 1,0517 1,0517 1,0514
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Usvajanje gore navedenih fiktivnih vrednosti
specificnih zapremina je uradeno zbog toga $to
¢e se kasnije uzeti u obzir i uticaj pritiska, pa
su potrebne pocetne vrednosti. Posle korekcije
za pritisak analiticki izraz daje identi¢ne vredno-
sti kao u tabeli 1. (sa ta¢no$éu na 7 decimala) u
celom posmatranom opsegu.

Jednadine glase:

v, = (4022 + 40b + c) e¥m
v, = (60% + 60b + c)e¥dm
v; = (80%a + 80b + ¢) e¥m 2)

vy = (100%a + 100b 4 c) el®@m
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Posle razvijanja, zamene i sredivanja sistema
jednadina (2) dobija se jednadina u kojoj je ne-
poznata veli¢ina samo koeficijent m:

Ve M — 3yefm 4 Jyelm. vy, — ( 3)

Posle uvodenja smene x = e®¥m™ jednacdina (3)
dobija oblik:

vx? —3v,x? 4+ 3vix —v, =0 “4)
odnosno, u opstem obliku:

ax* + bx* 4+ cx+d=0 5)
gde su: a=vwv,, b =—3v,, ¢c = 3v;, d = —v,.

Posto je jednac¢ina (3) svedena na kubnu
jednacdinu (5), odnosno polinom tredeg stepena,
resava se (3) tako S$to se smena x =y—b/3a
prevodi u oblik:

Y +px+q=0 (6)
pri ¢emu je p = {(c/a) — 1/3(b/a)?* i

q = (2/27) (b/a)* — (1/3) (b/a) (c/a) (d/a)

Ukoliko je diskriminanta jednacdine (6) pozi-
tivna, tj. A = p%/27 + g¥/4 > 0, jednacina ima je-

dan realan i dva kompleksna reSenja. Realno
reSenje jednacine (6) je y =u + v, gde je

u=(—q/2 + VA i v=(—q/2— VA,
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Zamenom  koeficijenta a = 1,00776 - 103,
b =—3,0513-10-3, c = 3,08748 - 10— i

d = —1,04370 - 103 u izraze za q, p i A dobijaju
se vrednosti za koeficijente q = 3,11605 - 10—,
p = 7,839475 - 10-3 i diskriminantu A = 4,211862 -
- 10-%. Daljom zamenom koeficijenta q i diskri-
minante A u izrazima za u i v dobija se da je
u = 0,036698725 i v = 0,071205692, a time i reSe-
nje jednacine (6) y =u + v = —0,034507.

Ako se «dobijena vrednost y uvrsti u smenu
X =y—b/(3a) =y + v,/v,, dobija se vrednost
x = 0,974761, Sto predstavlja reSenje jednacine
(5). Konacno, kada se dobijena vrednost x uvrsti
u smenu x = e®™ j jzvrs§i logaritmovanje, dobija
se reSenje jednadine (3):m = —1,27814 -103.
Posto je sada poznat koeficijent m vradanjem u
sistem jednacina (2) dobija se sistem linearnih
jednadina sa nepoznatim koeficijentima A, B i C:

v,/e9m = 40°A + 40B + C = A, 0]
v,/e®m = 602A + 60B + C = A,

vy/e®m = 802A + 80B + C = A,

vy/el®m = 1002A + 100B + C = A,

Ukoliko se u sistemu jednacina (7) prva i
tre¢a jednadina pomnoZe sa {(—1), prva sabere
sa drugom i treda se cetvrtom i tako dobijene
dve jednadine saberu, od kojih je jedna pret-
hodno pomnozena sa (—1), dobija se koefici-
jent A:

A= (A, —A;—A, + A)/40% = 530765 -10-5.

Dalje se sasvim jednostavno dobijaju koefi-
cijenti B =0,134656 - 10— i C = 0,99827 - 10-3.
Uvrstavanjem dobijenih koeficijenata u ops$ti ob-
lik jednacline (1), dobija se analiti¢ki izraz pro-
mene specifi¢ne zapremine u zavisnost od tempe-
rature za p = 1 bara [jedn. (8)]:

v = (530765 - 106 2 + 134656 - 10—t +
3 -3
+0,99827) - 103 ¢ ~LA78I4 1078 s o)

U idzraz za specifi¢nu zapreminu temperature
se unose u stepenima Celzijusa, a dobijene vred-
nosti treba zaokruziti na sedmoj decimali.

Zavisnost specificne zapremine od pritiska,
na osnovu posmatranja tabele (1), usvojeno je
da je linearna, odnosno oblika: v = v,—k(p—1)
[m¥kgl, pri ¢emu je v, specificna zapremina pri
p =1 bara, za odredenu temperaturu. Koridce-
njem ve¢ pomenutih fiktivnih vredmosti za v, pri
p = lbar i tabli¢nih vrednosti za v prip = 1 bara,
dobija se da je koeficijent k = 0,468 - 104

Konadan oblik fzraza zavisnosti specifi¢ne
zapremine, odnosno gustine vode (p=1/v) od
temperature i pritiska je:

v= (A2 + Bt + C) - 103 em —
—k (p—1) [m¥kgl ®)
gde su: A =530765 105 B = 134656103

C = 0,99827; m = —1,27814 - 10-3; k = 0,468 - 10—,
pa konacno analiticka veza izmedu v, p i t glasi:

v = (5,30765 - 10~ - 12 + 1,34656 - 10— - t +
1+ 0,99827) - 103 - ¢ —1,27814-107-t __
— 0,468 - 10-4 - (p—1) (10)
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Tabela 2. Specifiéna zapremina u funkciji od temperature i pritiska v.10° (m*/kg) prema jednacini (9)

P (bar)

T (*C) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
40 1.0078 1.0077 1.0077 1.0076 1.0076 11.0075 1.0075 1.0074 1.0074 1.0073
50 1.0121 1.0120 1.0120 1.0119 1.0119 '1.01.18 1.0118 1.0117 1.0117 1.0117
60 1.0171 1.0171 1.0170 1.0170 1.0169 1.0169 1.0168 1.0168 1.0167 1.0167
70 1.0228 1.0228 1.0227 1.0227 1.0226 1.0226 1.0225 1.0225 1.0224 1.0224
80 1.0292 1.0291 1.0291 1.0290 1.0290 i1.0289 11.0289 1.0288 1.0288 1.0287
90 1.0361 1.0361 1.0360 1.0360 1.0359 1.0359 1.0359 1.0358 1.0358 1.0357

100 — 1.0437 1.0436 i1.0436 1.0435 1.0435 11.0434 1.0434 1.0433 1.0433

110 — 1.0518 1.0517 1.0517 1.0516 1.0516 1.0516 1.0515 1.0515 1.0514

Tabela 3. Gustina u funkciji od temperature i pritiska p (kg/m’) prema jednadini (9)

P (bar) .

T (°C) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
40 992.30 992.34 992.39 992.44 992.48 992.53 992.57 992.62 992.67 992.71
50 988.07 988.11 988.16 988.20 988.25 988.30 988.34 988.39 988.43 988.48
60 983.19 983.23 983.28 983.32 983.37 983.41 983.46 983.50 983.55 983.59
70 977.70 977.75 977.79 9717.84 977.88 977.92 977.97 978.01 978.06 078.10
80 971.66 971.71 971.75 971.80 971.84 971.88 971.93 971.97 972.02 972.06
90 965.12 965.17 965.21 965.25 965.30 965.34 965.39 965.43 965.47 965.52

100 = 958.17 958.21 958.26 058.26 958.34 958.39 958.43 958.47 058.51

110 — 950.77 950.81 950.85 950.89 950.93 950.98 951.02 951.06 951.10

U izraz (10) se temperature unose u stepe-
nima Celzijusa, pritisak u barima, a rezultat tre-
ba zaokruziti na sedmoj decimali.

U tabeli 2. je prikazana specifiéna zapremina
vode prema jednadini (10), a u tabelj 3. je prika-
zana gustina vode kao recipro¢na vrednost spe-
cifi¢ne zapremine.

Na osnovu vrednosti u tabeli 2, nacrtana je
kriva (2) na slici (1) koja predstavlja graficki
prikaz jednacine (10) za pritisak od 2 bara. Uoca-

va se da se za opsege temperature i pritiska koji
su navedeni u uvodu vrednosti poklapaju sa vred-
nostima u tabeli 1, Sto je i bio cilj.
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