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1. Uvod 
U akumulatorima rashladne energije koji kao radni fluid 
koriste dvofazni sistern voda-Ied, kljucni mehanizam u 
procesu akumulacije rashladne energije je vezan za fazni 
prelaz tdne u .Cvrstu fazu (teda) i konvekcije sa strane 
tecne faze (vode). U procesu stvaranja leda, rashladni 
flu id iz rashladne rnasine struji kroz unutra.snjost razmen­
jivaca toplote, a na spoljnjim povrsinama koje su u kon­
taktu sa vodorn stvara se led. Kako debljina leda raste, 
tako raste i termieki otpor prolazu toplote, odnosno 
smanjuje se rashladni Duks koji apsorbuje rashladni fluid. 
Pored toga, na lokalnu brzinu stvaranja leda utice item­
peratursko polje vode u blizini kontaktne povrsine, !ito je 
kontrolisano rezlmorn strujanja teene faze u strujnom 
prostoru. Detaljan rna tema tieki opis procesa s tvaran ja 
teda u 3-D prostoru, neizbjezno zahtijeva numerieko rcia­
vanje parcijalnih diferencijalnih jednatina kretanja fluida 
i prostiranja toplote. Medutim, nekada se ovaj ekstremno 
slozen pristup moze zaobici primjenom I-D iIi 2-D mo­
dela uz dobijanje dovoljno preciznib rezultata. 

2. Matematicki I-D model 
procesa stvaranja leda 
U literaturi [I) je izneseno analititko rjcienje napre­
dovanja fronta leda koji je u obliJ.,.'1I beskonacne rayne 
ploce (sl. 1.) i postupak koji ce biti izlozen u potpunosti 
slijedi ovaj literaturni izvor. Ledena ploca debljine 0, kon­
stantne temperature (tso = const) na unutraSnjoj pov~ini 
se nalazi u mirnom fluidu - teenoj fazi. Pri tome je tem­
peratura povrsine faznog prelaza to = const (za sistem 
voda-led je pri p = 1 bar, to = O°C), dok je temperatura 
povrsine na drugoj strani ptoce tso. 

U radu je analiziran uticaj odre(tenih 
parametara na proces nastajanja leda u 
akumulatorima rashladne energlje, na bazi 
sistema voda-led, nestacionamosti 
temperaturskog polja leda, m aksimalnog 
flub-a rashladne masine i veliCine toplotnog 
fluksa na razmjenjivackoj povrsini 
na strani teene faze. 

Temperatura f1uida je tf. Ako se kao referentna tempera­
tura uzme tso, moze se uvesti smjena: 

- temperatura na povrsini x = 0 Oso = tso - tso = 0 
- temperatura na medufaznoj povrsini 80 = to - tso 
- temperatura fluida Of = tf - tso 

Pod pretpostavkom da se radi 0 mirnom fluidu, prosti­
ranje toplote u cvrstoj i tdnoj fazi je ko nt roIisano me­
hanizmom kondukcije. U skladu sa tim proces je opisan 
Furijeovom jednacinom prostiranja toplote a potrebnim 
granicnirn uslovima: 

Diferencijalne jednaCille: 

Teena faza: Cv rsta faza: 

8er (;lOf
---a -­
81: - f (}x2 

C0s (i es - - =a -­
01: s ~2 

(2-1 ) 

Granieni uslovi: 

x = 0 8s = 8so = 0 

x = 0 8s = Or = 80 =const (2-2) 

x = ct:) 8r = 8r"" = const 

VODA 
if 
9f 

Povrsina 
faznog 
prelaza 

o/f--------- X 

Stika 1. Proslirallje /rolltlli"da Ii III in10III fluidu 

x=8 

Na kontaktnoj povrsini izmeou cvrste i tdne faze (x = 0) 
se za vrijeme d 1 1 stvara led debljine eli) kao posledica 
razlike u toplotnim fluksevima sa strane cvrste (qs) i teene 
(qr) faze. Prema tome, iz energetskog bilansa na meou­
faznoj povrsini (x = 0) slijedi: 
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do 
Lp-= q -qd, f , 

q, = ->'s(aes 
) (2-3)

Ox 8 

Re.~enje sistema (2-1, 2-2, 2-3) ima obLik: 

e = A erf[-X],s 2.ja0 

(x I] 
Of = efoo -B er { l- erfl2 J~f-rj (2-4) 

gdje je: 

erf 0 je oznaka za funkciju grciike, a (j) je konstanta koja 
se oalazi iz uslova (2-3). Iz gra nic nog uslova na medufa­
znoj povrsi ni (2-3) i S obzirom na (2-4), slijedi: 

15 
A elj - -== 

2';;:; 
15 

==Ofif) - Aerf 2Ja;r =00 = const (2-5) 

Da bi izraz na lijevoj strani bio kons tanta , to mora de­
bljin3 8 biti proporcionalna imenitelju: 

15 = 2Q)Jasr (2 -6) 

gdje je (j) konstanta . Nakon zamjene (2-6) u (2-3) i nakon 
sredivanja, dobija se: 

e-
W2 >'fA 

(2-7)erf(co) As Fr 

Iz izraza (2-7) se sada moze odrediti (j) = const. 

3. Kvazistacionarni modell-D 
Proanalizirajmo sada uticaj nestacio narnos ti temperatur­
skog polja u ledu e (1) na proces napredovanja fron ta le­
da . Ocigledno je da je ova nestacionarnost najjace 
izrazena kada je tempera tura teenosti jednaka tempera­
turi faznog prelaza (ef == eo, qj = 0), je r je tada brzina 
napredovanja fronta leda najvec a. Uzmimo sada u razma­
tranje taj "najnestacionarniji" slucaj u procesu stvaranja 
leda kao mjerodavan za ucjenu uticaja te nestac ionar­
nosti . U tom slucaju , (2-7) postaje: 

e-O}! oLJ; 
(3-1)

erf (({) 

oLJ; ( )({) erf((IJ)e O}' = -- 3-2 
csOo 

Za slucaj radnog fluida voda -led, red ve lic in e desne 
strane izraza (3 -2) (na primjer ts = -lO°C) iznosi: 

csOo 2,04*10 
Z = -- = ---= 0 034 (3-3)

L,[; 332,4*,[; , 

Funkcij a erf ((j) razvijena u red ima oblik: 

(3-4) 

Za male vrijeclnosti (j), uzima se sarno prvi Clan reda (n = 0). 
Tadaje: 

2Q)
erf(Q) =­ (3-5) J-;; 

tako da izraz (3 -2) posta je: 
! 2({) 

QJe(j) --= Z (3-6)J-;; 
Za ma le vrij ednosti (j) izraz (3-6) dobija oblik: 

2({)2 = csOo (3-7)
;; L5 

odnosno: 

(3-8) 

Na ovaj naCin je odredeoa vrijednost (j) za s lucaj Of = 00 . 

Iz (3-3) se vidi da je u sis temu voda-led C!l < 1, sto upu­
cuj e na primjenu izraza (3-8). Sada iz (2-3) slijedi: 

dt5 (OOs ) dt5 
- qs = Lp - ~ -\ - = Lp - (3-9) 

dr de x=o dr 
Nakon diferenciranja (2-4) is obzirom na (:<-5), (3-9) ima 
oblik: 

(3-10) 

odnosno: 

(3 -11) 

Izraz (3- 11) predstavlja zakon promjene debljin e leda 
tokom vremena za slucaj qj = O. Posmatrajmo sn da isti 
problem, sarno zanemarirno nest acionarnos t temperature 
u ledu, odnosno tre tirajmo ga kao stac io narno polj e. 
Dl1lgim rijee ima, uzeeemo cia je fluks n a st rani leda: 

Oso ­ 00 

qs = 15 (3-12) 

-\ 
sto je izraz koji vaii za staciona ran slucaj. U ovoj va rija nti 
granicni us lov (3-9) postaje: 

dp
Lp­ = ­

dr 
Oso - (Jo 

5 
00-­

- 5 (3-13) 

As As 
Nakon integraJjenja se dobija: 

(3 -14) 

sto je identicno sa rciienjem (3-11) clobijenim za slucaj 
male vrijednosti Z (3-8) koja je svojstvena ' i temu voda­
-led. Time smo konacno pokazali da se u tretiranju dvofaz­
nog sistema voda-Ied moze zanemariti uticaj nest acion amosti 
temperaturskog polja u cvrstoj fazi (Iedu). Na ovaj nacin, um­
nogom e se pojednostavljuje analiza dinam lke stvaranja 
leda u razlic itim uslovima. 

3.1 . Karakteristicni I-D slucajevi. PolazeCi od \...'Vazis­
tacionarnog modela, moze se relativno jednostavno odre­
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di brzina nastajanja leda u nekim slucajevima sa karakter­
isticnom geometrijom: ravan beskonacan zid, cilindrican 
zid, sferican zid. Posmatrajmo ove slucajeve uz sledeee 
pretpostavke: temperature rashladnog (tn) i radnog 
fluida (tn) su konstantne, toplotni otpori konvekcije oa 
strani rashladnog (Raj) i na straoi radoog fluida (Ra2) 
nisu zanemarljivi, toplotoi otpor zida (cijevi) razmenji­
vaca je R z. Pri tome ozoaCimo ulo-'1Jpni toplotoi otpor 
izmedu rasbladnog fluida i povrsine zida (cijevi) u kon­
taktu sa ledom sa Raj, tj.: Ri = Ra1 + Rz. 

a) Ravan beskonacan zid (sl. 2) 

Zid razmjenjivaca 

i prelaz 

oz 

Slika 2. Ravan beskollacan zid 

Energetski bilans na medufaznoj povrSini se opisuje re­
Jacijom: 

(3-15) 

Tokom procesa stvaranja leda topJotni fluksevi gs i CJJ su 
promjenJjivi tokom vremena, tako da je integracija gom­
jeg izraza tesko izvodljiva u zatvorenom obliku. Altema­
tiva je numericka integracija izraza (3-15), primjenjujuCi 
anaJiticko resenje tokom koraka integracije. Pri tome se 
koristi analiticko resenje izvedeno za slucaj konstantnih 
toplotnib flukseva gs i qr 

(3-16) 

I 
Rj =-; (3-17)

0. 2 

b) Beskonacan cilindracan zid (sl. 3) 

Analogno prethodnom postupku: 

d(D/2 ) __ 

LpDJ( = q'f - q's


d, 

-,- ""12
qj[W l m)==,


Rf 


_ IliD
R; =--+--In-'-; R -- ­

j - D TrCtd/7ra l 27rA: dj 2 

I D 
R =R+-Jn- (3-18) 

S I 27rA. D 
I 

.-., ~-. 

,I•",.~.:)t . ~~ - :
"1.." '. J".' . 

. .. ~// 
I 
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Slika 3, Beskonacan cilindrican zid 

(3-19) 

c) Sferican zid 

2 d(D/2) - ­
LpD7r =Qr-Qs (3-20) 

dr 

(3-21) 

(3-22) 

Na slici 4 su prikazane promjene debljine Jeda dobijene 
numerickom integracijom prema izlozenom a lgoritmu . U 
tabeli 1 su iznijeti podaci za koje je izvedena integracija. 

Tabela 1. Podaci koriJceni it pril7ljew (sl, 4) 

di 

[m] 

Di 

[m] 

Oz 
[ml 

Az 
[WrmK] 

0-1 

[Wrm'KJ 

Ri 

[m'KJW] 

~-

a) Zid - - O,D2S SO 500 0,0020 

b) Cilindar O,DlS 0,020 O,D2S SO 500 0,0433 

4. Stvaranje leda u uslovima 
ogranicenog toplotnog fluksa 
Prije nego se upustimo u anaJizu, napomenimo da ce se u 
svim prilikama u kojima se koriste relacije ''vece'' , "ma­
nje", "max" i "min" misliti ua apsolutne vrijeduosti veliCina 
ua koje se relacije odnose. Do sada nije uvo deno nikakvo 
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Slika -I. 1'rollljella debljille Iwa i rashladllog jlllksa lokom .UlIlella (qj = 0, tfl = -1uue) za sILica] ravllUS cil illllricllog zidll 

ogranicenje u pogledu rasbladnog fluksa (kapaciteta ) 
maSine : pretpostavljalo se da je 00 uvijek dovoljno veliki 
da pokrije transfer ene rgije nametnut procesom stvaranj a 
leda. U trenutku kada tek pocinje stvaranje leda na povr­
sini razmjenjivaca , maksimalni rashladni Duks oametnut 
procesom je: 

tll-io 
(4-1)qsmax = 

Ri 
Meuutim, najceSce je maksimaloi rashladni kapacitet ras ­
hladoe maSine ogranicavajuci faktor, tj.: 

qRmax < qsmax (4-2) 

Obicoo se rasbladna m asina ne dimenzioni.Se tako da ap­
sorbuje qsmax, jer je u pocetku procesa toplotni fluks 
veliki, a li sa porastom debljine leda raste otpor prolazu 
top lote, odnosno maSina pocinje da radi same sa dijelom 
svoje sn age, tj. postaje predimenzionisana. 

Proces srvaranja leda se moze podijeliti u dvije faze: 

a) poce:na, tokom koje je ras hladoi fluks veCi od rash lad­
nag kapaciteta ffiaSine (qs > qR ma x); 

b) zavrsoa, tokom koje se zbog porasta debljine leda 
poveCao toplotoi otpor tako da je rashladni fluks manji 
ad rashladnog kapaciteta masine (qs < qRmax). 

U pocetnoj fazi je u skladu sa navedenim i (2-3) , proces 
opisan jed nacinom: 

d5 
Lp-= qI -qRmax (4 -3)

dT 
odnosno nakon int egracije i uz pretpostavku cia je desna 
strana konstant na: 

qI -qRmax
5 = T (4-4) 

Lp 

sto predstavlja linearnu zavisnost u d ij agra mu (sl. 5). Na­
gib te prave linije je: 

(4 -5) 

dT Lp 

U trenutku kada ~e zavrsava potetn a a pocinJe zavrSna 
faza, izvod (4-5) je isti u toj tacki za oba rdima. Iz ovoga 
uslova se maze odrediti taj kriticni trenutak ('rk koje 
odgovara tacki B) kada rashladni kapacitet masine pre­
staje da bude ogranicavajuCi faktor (sl. 5). Prava "a" pred­
stavlja prvu fam procesa, dok kriva "b" predstavlja razvoj 
debljine led a kada u sistemu ne bi postojalo ogranicenje 

~_ __ b 

a . 

U J . 

0,0 2 ,0 4 ,0 6 ,0 8 ,0 

SliIw 5. J'rullljel/ll r t'ZIII/1l I'Ildll .'jJreSlIlIios Si;, lell/( I rush ­
Jadna masilla -alallllillator 

fluksa nametnuto rashladoom maSiJlom. Rezultujuci pro­
ces se dobija translatornim pomjeranjem dijela krive "b" 
desno od tacke B do presjeka sa pravom "a", u tacku A. 
Tacka B je odredena iz uslova da je u njoj nagib tangente 
isti kao prave "a". Tacka A predstavlja kriticnu tac l,:u, od­
nosno kriticni trenuta k (lk) procesa. Ovdje se uzima int e­
graloi fluk~ razrnijenjene toplote u razmjenjivacu kao 
rashl ad ni k3paci tet maSine, tako da njegove lokaln e vri­
jednosti mogu biti manje iii veCe. Drugim rijeCima, korist i 
se srednja vrijednost rashladn og f1uksa m;,isine na nivou 
razmjenjivaca (akumulatora). 

5. Uticaj fluksa sa strane tecnos ti 
(qj) na proces stvaranja leda 
Prema definiciji rash ladnog fluksa qs (3-17), jasno je da je 
njegov intenzi tet kontrolisan debljinom Ie la, jer je tem­
peraturska razlika 6t 1 = const: sto je debljin a teda veta, 
on je manji i obratno. Pre ma tome, da bi se odvela sto 
veCa e nergija od radnog ka rashladnom Il uidu , treba u 
principu rashladni fluks (qs) odrzavati maksim alnim . To 
znaCi da treba odrzavati tokom proce,~a akumulacij e de­
bljinu !eda SIO manjom. Ovakav rdim rada se moze 
ostvariti roveeanjem torlotllog fluksa na strani tecnosti 
((If) , odllosno koeficijenta prelaza toplote na strani te­
cnosti (0.2). Na sl. 6 su rrikaza ni rezultati clobijeni nu ­
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Sli/w 6. Ulicaj 0.21la brzinu stvaranja leda i akumulisallu enelgiju 

merickom simulacijom I-D problema (ravan zid) sistema 
voda-Ied pri uslovima datim u tabeli 2. 

Na slici 6 je prikazana brzina stvaranja leda i ak'1.lmulisana 
eoergija qac za slucaj dvije vrijednosti koeficijeota prelaza 
toplote 0.2 (50 i 500 W/m2K). Pri tome je ak'1.lmulisaoa en­
ergija definisaoa integralom: 

(5-1 ) 

1'abela 2. Podaci za primjer (st, 6) 

tf! == 100e Temperatura rasbladnog fluida 

tf20 == lOoe Pocetna temperatura teene faze (t == 0) 

to == oOe Temperatura medufazne povrsine 

Ri == 0,002 Toplotni o tpor (zid + unutrasnja 
konvekcija) 

MI'2 == 1O,O kg Masa telne faze na poeetku 

S~ == 1 m 
1 Razmjenjivacka povrsina 

R azvoj situacije se odvija na sledeti nacin: pri veCim fluk­
sevima CJj, prvo se hladi tecna faza, pa tek nakon toga nas­
taje proces stvaranja leda. U slucaju manjih flukseva CJj, 

yeti dio energije se trosi na promjenu faze pa se brie 
stvara led (sl. 6, lijevo), Na slici se jasno vidi da je brzina 
stvaranja leda u poeetku veca za varijantu sa manjim koe­
ficijentom prelaza toplote 0.2 == 50 W/m2K, ali nakon 
oekog vremena brzina oastajanja leda postaje veca za 
slucaj 0.2 == 500 W/m2K. Istovremeno i almmulisana ener­
gija je veta za slucaj vece vrijednosti 0.2 (sl. 6, desno). 
Medutim, na slici je ocigledno da uticaj fluksa na vodenoj 
strani na akumulisanu energiju nije veliki. Medutim, u 
sistemima sa manjom toplotom promjene faze ili vecom 
kolicinom tecne faze po jedinici razmjenjivacke povrsine, 
uticaj ovoga fluksa moze biti znacajan. 

U principu, razliCite lokalne vrijednosti q! imaju za posle­
dicu neravnomjerno stvaranje leda na razmjenjivackoj 
povrsini. PovrSinski front leda teii da ostvari jednakost 
izmedu qs i CJj, odnosno front stoji u trenutku kada su ova 
dva fluksa jednaka. Kako velicina fluksa CJjzavisi od brzin­
skog i temperaturskog polja tdne faze, proanalizirajmo 
karakteristicne strujne rezime koji se javljaju u ak'1.lmula­
toru sa ravoim razmjenjivackim povrsinama. 

? 81 

J.J ~ 

If' ~ 

?ol ~ " i ! . i i , Ii i i i ! i 

0,0 2,0 . ,0 6 ,0 8 ,0 10,0 

T h; 

Slika 7. Sln/janje II lermal/loj ~Llpljilli 

Posmat ra se slucaj hladeoja tecn osti u koju su u ronjene 
dvije izotermske povrsine tempera ture to == oOe (ledene 
ploce) (sl. 7). Kako se tecnost nalazi u ogranicelloj zapre­
mini, ovaj slucaj je ek-vivalentan problemu strujanja u 
"termalooj supljini" (u radu [3] je simulirano strujanje u 
"termalnoj supljini" dimenzija 0,1 x 0,1 m, a li se dobijeni 
zakljucci mogu primijeniti u kvalitativno m smislu i za 
strujanje u p rostoru veeih dimenzija) . 
\ .oka lnc nijt',ll1n-'li U: 'l' Ill' 1lll!<'l ljdjtl 11111" "('\ 1'" \'i , ill: 
cak oi u periodu "hladne krize" kada dolazi do "gibanja" 
njegovih vrijednosti (sl. 8b) [3], Prema to me, kljucni fak­
tor koji remeti uniformnu vrijednost f1uksa qf' a time i 
lokalnu brzinu stvaranj a leda, je neuniform no tempera­
tursko polje tdne faze, U fazi procesa od pocetka do 
trenlltka inverzije, tecnost struji "niz" plocu hladeti se is­
tovremeno. Prema tome, u donjoj zoni akumulatora u od­
nosu na gornju, vrijednost fluksa qf je manja, sto moze 
izazvati brze stvaranje leda [2]. Strujanje fl u ida nakon in­
verzije izaziva obratan proces. Intenzivnim mijesanjem 
tecllosti se moze ublaziti neravnornjernost u ovom pro­
cesu. U pocetku, fluid u sredini je topliji od fluida koji se 
nalazi u blizini izotermskih povrsin a. Zbog uzgollskih sila 
izazvanih razlikama u gustini, uspostavice se strujna slika 
kao na sl. 7a, Vremenom se voda hladi i u tren utk'1.l kada 
dostigne temperatllru If == 4°C, nastupa "hladn a" kri­
za-inverzija, Nairne, kako je voda u intervalu tt = 4-0oC 
u zoni "vodenog paradoksa" (~ = (l/v)(iJv/oT) p < 0), to u 
trenutku kada sredisna zona dostign c tf = .joe, usro­
stavlja se stnJjna slika kao na sl. 7b. Integra lni efekat in­
verzije se najociglednije manifestuje preko "srednj eg" 
koeficijenta prelaza toplote 0.2 (osrednjem ro povrsini) 
(sl. 8a). U trenutku inverzije njegova vrijednost naglo 
pada, dostize minimum a zatim raqe, s tim sto generalni 
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Slika 8 Srednja (a) i lokalna (b) vrijednost a2tokolll vrentetta 

trend pokazuje njegovo smanjenje, Medutim, kako je lat­
entna toplota promjene faze mJlogo veCa od eventualnih 
neravnomjemosti entalpije vode izazvane neuniformnim 
temperaturskim poljem, to je i uticaj ovih poremecaja na 
ravnomjerno nastajanje leda na povrsinama minimalan, 

6. Zakljucak 
Izlozena analiza procesa stvaranja leda u akumulatorima 
rashladne energ~e na bazi sistema voda-led, ukazuje da 
se radi 0 jednom slozenom fenomenu sa spregnutirn uti­
caji ma cija je analiza sarna po sebi kompleksna, Meautim, 
uz odreuena pojednostavljenja problem se moze znatno 
uprostiti , PrimjenjujuCi ovakav prilaz pokazano je slede­
ce; 

uspjesno se moze koristiti hazistacionaran model br­

zine sirenja fronta leda; 

sa aspekta maksimalne efikasnosti akumulatora treba 

odriavati fluks na strani teenosti lito veCim, mada uti­

caj ovog fluksa u sistemu voda-Ied nije veliki; 


- rezultujuca brzina stvaranja leda se dobija superpozicijom 
brzine kontrolisane rashladnim kapacitetom rashladne 
maSine i brzine stvaranja leda kada je kontrolisana sa­
rno fluksom na strani tecne faze; 

- neravnomjernost u stvaranju leda je posledica izazvana 
prije svega neuniformnim temperaturskim poljem te­
rne faze, a li u sistemu voda-Ied ovaj uticaj je zanemar ­
ljiv. 

Owake 

a (m2/s) - koeficijenat temperaturske 
- provodnosti 

c (J/kgK) = 4186 - speciLcna toplota 
d, D (m) - unutrasnji, spoljaSnji precnik 
L (.i/kg) = 332000 - toplot a faznog prelaza 
q (W/m\ Q(W) - toplotni fluks 

R (m2K/W) - toplotni otpor 
S (m2

) - povrsina 
t (C) - temperatura 
x (m) - prostorna koordinata 

Grcka slova 

a (W/m2K) - koeficijent prelaza toplote 
6 (m) - debljina leda 
6J - temperaturska razlika 
A (W/mK) - koeficijen t provouenja toplote 
co - konstan ta 
p (kg/mJ

) - gustina 
1 (s) - vrijeme 

Indcksi 

- tecna faza 
o - mec1ufazna povrSina 
R - rashladna maSina 
s - cvrsta faza 
so - pozicija x = 0 
z - zid 
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