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1. Uvod

Procesi simultanog prelaza toplote i mase pri slobodnoj konvekci-
ji, sa vlaZnog vazduha na kriopovrsinu, uz izdvajanja inja, nisu dovoljno
Siroko prouceni niti teorijski niti eksperimentalno. Na osnovu raspolozivog
literaturnog materijala se mozZe zakljuciti da postoji ozbiljan nedostatak po-
uzdanog modela, kojim bi se, u ovako komplikovanom fenomenu, izraZavali
procesi simultanog konvektivnog prelaza toplote i mase. Eksperimentalni
podaci, pogotovo za prelaz mase, se od teorijski dobijenih razlikuju éak i
za red veli¢ine [1]. Osnovnu teSkoéu predstavlja nedostatak pouzdanih infor-
macija o termofiziékim osobinama inja, kao i vrednosti koeficijenata prelaza
toplote i mase tokom procesa izdvajanja inja. Problem obrazovanja inja se
kao celina sastoji iz konturnog problema provodjenja toplote sa pokretnom
granicom i dodatnog problema slobodne konvekcije u binarnom grani¢nom
sloju. Medjutim, kako je pokazano u[2] problem slobodne konvekcije se
moZe reSavati nezavisno od problema odredjivanja promene debljine sloja
inja, te sluZi kao grani¢ni uslov za njega.

Pocetni period rasta inja, koji je po prirodi izrazito nestaciona-
ran, obi¢éno se iskljuéuje z analize procesa prelaza toplote i mase pri slo-
bodnoj konvekcijif1,3, 4 ]. ZapaZeno je da nakon podetnog perioda stva-
ranja sloja inja promena debljine sloja postoje pribliZno linearna funkcija
vremena, pri éemu se intenzitet ukupnog toplotnog fluksa priblizava konstan-
tnoj vrednosti. Stoga se ovaj drugi period izdvajanja inja moZe smatrati
kvazi-stacionarnim. Gore spomenuti ukupni toplotni fluks na medjufaznoj
granici inje-vazduh se moZe izracunati kao zbir konvektivnog, radijacionog
i Clana koji izraZava. energiju promene faze. Eksperimentalno je ustanov-
ljeno f1, 2, 5, 6, 7 ] da najveti deo ukupnog fluksa ¢ini konvektivna
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komponenta, uz znacajni udeo zraéenja, dok se uticaj energije fazne pro-
mene mozZe zanemariti.

U predhodnim analitickim prouéavanjima ovaj problem je formu-
lisan uz predpostavku o konstantnosti temperature medjufazne povrsine
inje-vazduh. Takav prilaz ima za posledicu da se medjudejstvo procesa
zracenja i konvekcije ne moZe izuéavati neposredno na osnovu matematic-
kog modela problema.

Osnovni cilj ovog rada je da se uzimajuéi u obzir uticaj medju-
zavisnosti zracenja i konvekcije dobiju analiticka reSenja problema simul-
tanog prelaza toplote i mase pri slobodnoj konvekciji na vertikalnoj, krio-
geno hladjenoj povrsini. ‘

2. Postavka problema

Sematski prikaz modela koji se razmatra dat je na slici 1. Inje
se izdvaja iz okolnog vlaZnog vazduha na vertikalnu kriogenu ravnu plocu.
Koordinatni sistem je postavljen na povrsSinu inja. Kvazi-stacionarni, dvo-
dimenzionalni laminarni hidrodinamicéki, termicki i difuzioni graniéni sloje-
vi se formiraju od gornje ivice ploce. U ovoj analizi ée se predpostaviti
da su termicki i hidrodinamicki slojevi iste debljine Sy, za bilo koje x,
dok je za difuzioni grani¢ni sloj u opstem slucaju predpostavljena razlicita
debljina Sym- Nisu ucinjene nikakve dalje predpostavke vezane za odnos
debljina graniénih slojeva.

Ukupni pritisak se smatra konstantnim. Dodatni efekti termo-di-
fuzije (Soret effect) i difuzioni termo efekt (Dufour-effect), kako je pokaza-
no [1] se mogu za kriogeni opseg temperatura zanemariti, te nisu 'ukljuce-
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ni u ovu analizu. Takodje je predpostavljeno da se u energijskoj jednaéini
uticaji disipacije i rada Sirenja mogu zanemariti.

NaSe razmatranje vezano je za definisanje spoljaSnje povrsSine
inja kao radijaciono sive i uz to predpostavku o prozraénosti binarnog me-
dijuma. Predpostavka o prozrac¢nosti binarnog grani¢nog sloja éini da se
sprega zraGenja i konvekcije izraZava samo preko graniénog uslova na me-
djufaznoj povrsini inje-vazduh, dok je za definisanje procesa razmene top-
lote, mase i kolidine kretanja usvojen standardni sistem diferncijalnih jed-
naéina za probleme slobodne konvekcije [8].U skladu sa uobi¢ajenom prak-
som u postavei problema slobodne konvekcije, gustina se smatra promenlji-
vom samo pri definisanju uzgonskog ¢lana u jednacini kretanja. Sve ostale
termofizicke osobine su smatrane konstantnim.

Uz predhodno navedene predpostavke sistem diferencijalnih jednaci-
na koje opisuju strujno, temperatursko i koncentraciono polje u dvodimenzi-
onalnom ravanskom graniénom sloju glasi

du By o
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By ou 3 2%y
"ax YV oay VT 2 42 T B By (T-T) - gg %) @)
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y dy

U skladu sa specifiénostima problema graniéni uslovi koje treba da
da zadovolji navedeni sistem jednadina su :

na y=0 u=20 & (5)
Ll R — (6)
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=0 (11)

Vredno je istaéi neke specifiénosti navedenih graniénih uslova.
Ukupni toplotni fluks ciw, jednaéina (7), se smatra konstantnim duz éitave
medjufazne povrsine inje-vazduh i sastoji se iz tri komponente

qy =4, *dg +dy (12)
pri éemu je lokalna konvektivha komponenta definisana preko
7 = 3T =a (T 13
qc“'/\ay y=0" x(w—'.[;) (13)
radijaciona komponenta
_ 4 _ 4
g = el"s (T ” Tw ) (14)
i komponenta koja definiSe energiju promene faze
1. =1 An 1
g, =W e (15)
u kojoj je p & Ix
o 12 1
b R =" =0 Ha)
1w y | ¥

fluks mase na medjufaznoj povrsini inje-vazduh.
U okviru dodatnih uslova smatraéemo da je na medjufaznoj povr-
Sini inje-vazduh zadovoljena ravnotezna funkcija, jednaéina (8), oblika

.n@" M 1

P 2
X = p _.:_ —— o (_:_ - 1) =x (T ) (17)
1w M1 le M1 iw'w

u kojoj Piw predstavlja ravnoteZni parcijalni pritisak vodene pare na Tw'

Smatramo da je.neposredno uz medjufaznu povrsinu y = 0 ispunjen
uslov termodinamicke ravnoteZe, te se odnos koncentracionih i temperatur-
skih gradijenata na y = 0 mozZe izraziti preko relacije

t
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Usvajajufi Clausius-Clapeyron-ovu aproksimaciju
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konaéno dobijamo
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3. Metod reSavanja

Matematiéka postavka problema prikazana u predhodnom odeljku
ima sledee osnovne karakteristike. Pored uobiéajenih nelinearnosti prisut-
nih u sistemu diferencijalnih jednaéina koje opisuju proces prelaza toplote
i mase pri slobodnoj konvekciji, model ukljuCuje i snaznu nelinearnost u
graménom uslovu (7), kao i ravnoteznom uslovu (8). To ¢ini analiticko re-
Savanje problema izvanredno slozenim. U ovom radu je problem reSen pri-
blizno metodom usrednjenih funkcionalnih korekcija (9), (10).

U skladu sa navedenim metodom se sistem diferencijalnih jedna-
¢ina (1) - (4) zamenjuje sa.
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Za reSavanje gornjih integrala treba usvojiti oblik funkcija kojima
se priblizno opisuju strujni, temperaturski i koncentracioni profili. Usvoje-
no je

4
w=a, (/5 +a, /5% + ag /8% + a, 4/5)) (23)
| 2
T=T, - (Te- T) A - 3/8;) (24)
X, =x,_ * (x]m - X @ - y/sLm)2 (25)
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pri éemu sezkoeficijenti u strujnom profilu izraZavaju preko
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Iz graniénih uslova kolociranih na y = 0 se za izraZavanje debljina
graniénih slojeva dobijaju sledefe zavisnosti '

2A(Tq- T,)
S, =- - (@7)
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Poslednje dve relacije su dobijene eliminacijom gradijenta koncen-
tracije iz (7) koriSéenjem jednadine (18).
Integracija sistema jednaéina (20) - (22) daje
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KoriSéenjem (26) - (28) i (18), u kombinaciji sa profilima (24) -
(25), se dobijaju sledeée diferencijalne jednadine
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Iz jednacina (33) i (34) treba odrediti promene bezdimenzionalne
temperature povrSine inja i odnosa debljina graniénih slojeva duZ x-ose.

4. Rezultati

Osnovna svrha ovoga rada je da, s jedne strane, ispita kvalitativ-
ni uticaj termiékog zracenja na koeficijente prelaza toplote i mase pri slo-
bodnoj konvekciji te, s druge strane, dobije eksplicitne izraze za odredjiva-
nje Nusselt-ovog i Sherwood-ovog broja.

Kako je poznato [11] , interakcija procesa termidkog zradenja i
konvekcije u slucaju ciw = const. grani¢énog uslova, izaziva duZ x-ose, pre-
laz sa mehanizma razmene toplote definisanog sluéajem konstantnog fluksa
na sluéaj konstantne temperature medjufazne povrsine. Stoga se mogu raz-
likovati dva asimptotska slu¢aja. Prvi, na malim poduZnim rastojanjima
(x + 0), je sluéaj u kome se fluks zracenja moze zanemariti (6 , +1), dok
je drugi, na velikim poduZnim rastojanjima (x> ©), je sluéaj izotermske
povrsine (6 e +9R) u kome se pak konvektivni fluks moZe zanemariti
@ 0.
g U ‘opStem sluéaju se za rasmatrani problem dobijaju sledeéi izra-
zi kojima se izraZavaju lokalni Nusselt-ov i Sherwood-ov broj

3 4 4
o . el 6 -0
Mo = —X B e R . X, 38
X A - A 1- 6 B (38)
w
B x m x
Sh = — ==Y U (39)
- 2 - — - - -
% 12 P X 1)8 2 ® =,
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Nepoznate funkcije By X) i A (x) treba odrediti reSavanjem siste-
ma diferencijalnih jednaéina (33) - (34). Neposrednom integracijom ovih jed-
nac¢ina dobijamo kompletno opSte reSenje problema. Rezultati ovog reSavanja
su, medjutim, zbog svoje glomaznosti neprikladni za vrSenje nameravane a-
nalize te, u ovom radu, neée biti prikazani.

Ogranicéavajuéi nasu dalju analizu samo na veé spomenute asimptot-
ske slucajeve, umesto sistema jednacina (33)-(34), dobijamo sistem algebar-
skih jednacina

-0 )°c B 2 eT. TS
w =K AY § " 4 4
Aok ot 1 Prg 8 T, (A yx (40
( R w
B BW)5 B D (354 %-358 24144 -2) 2
=K
6 4 4 4 2 ScgB, T,
AT (ep -8 ) n" t
3 -
(e FS TS 4 1 X . "
A ) 1 -x (
1w
Vrednosti konstanti K1 i K2 su
K1 K2
109 315 za X » 0
4
(42)
'10?5 420 Za X * o

Jednacine (40) i (41) su dobijene integracijom sistema jednaCina
(33) i (34), uz asimptotske prelaze izvrSene na potpuno istovetan naéin ka-
ko je to uéinjeno u [10] .

Kombinacijom jednacéina (40) i (38) se izraZavaju

1/4 C 1/4

Nu_=0,4418 Gr Pr)" " (F) 43)
Nu_ = 0,4111 (Gr pr)t/4 (%)1/4 (44)

Relaciju iz koje se mozZe odrediti odnos debljina grani¢énih sloje-
va, mozemo dobiti delenjem jednadina (40) i (41)
354536 4 %14 A2 g 1 B

1
A 6 Le DA l—xlw K1

(45)

Da bi se odredio thtreba A, izraZeno jednaCinom (45), neposre -
dno zameniti u jednaCinu (39). Lokalne vrednosti 8., i A su medjutim
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medjusobno zavisne i moraju se odrediti simultanim reSavanjem sistema
jednadina (40) i (45). Ova &injenica &ini praktiénu upotrebu gornjih rezultata
oteZanom. Medjutim, ove se teskoée mogu izbeéi uzimanjem u obzir nekih
specifiénosti vezan'h za opseg kriogenih temperatura i ravnoteznih uslova.
Pojednostavljenja dobijenih rezultata, u ovom smislu, su data u narednom
odeljku. '

5. Diskusija

Uzimanjem u obzir kvantitativnih efekata koji proistiéu iz primene
usvojenih uslova ravnoteZe na medjufaznoj povrsini inje-vazduh se mogu do-
biti znaCajna uprosSéenja navedenih rezultata.

Numeri¢kim postupkom se mozZe ustanoviti da je uticaj temperatur-
no zavisnih funkcija u jednadinama (30), (35), (36) i (37), za ploéu hladjenu
u opsegu kriogenih temperatura, veoma mali. Razlog tome je pre svega u
¢injenici da je maseni udeo vodene pare na medjufaznoj povrsini inje vazduh
i kriogenim temperaturama toliko mali da se prakti¢no moze smatrati nulom.
Isti se zakljuéak moZe izvesti i u pogledu na odnos kmncentracionog i tempe-
raturskog gradijenta, jednacina (18). Ova se tvrdnja moZe proveriti neposre-
dnom zamenom temperaturskih zavisnosti ravnoteinog parcijalnog pritiska i
toplote sublimacije vodene pare u jednacine (17) i (18) (podaci ove vrste se
mogu naéi u [12] ).

Posledice predhodnih aproksimacija dovode do A =B =C =D =1.

Time jednaéina (45), iz koje odredjujemo odnos debljina granic-
nih slojeva, postaje

12 (1-x, )
——1—3—12-—A6-35A3+35A2+14A—2=0 46)

Iz poslednje jednacine je lako zapaziti da za date Le i x
odnos debljina grani¢nih slojeva ima konstantnu vrednost.
Moze se pokazati da na karakteristiéni koren jednaéine (46)

le

A= 0,114 @7)

promena vrednosti parametara Le i X u opsehu od interesa u razma-
tranom problemu, vrlo slabo utice.

Osnovne rezultate ove analize je stoga moguée, u kona¢nom obli-
ku, izraziti kao

Sh = 0,114 Nu @8)
X X
u kome su : 1/4
Nu_ = 0,4418 (Gr, Pr) zax + 0 49)
Nux = 0,4111 (erPr)l/ o za X > (50)

Dalja Ce se diskusija odnositi samo na relacije (48) do (50).
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Dobijene analiti¢ke korelacije treba proveriti poredjenjem sa ek-
sperimentalnim rezultatima. Medjutim, prema saznanjima autora, svi raspo-
lozivi eksperimentalni podaci iz literature, vezani za problem prelaza mase
i toplote na kriopovrsine, se odnose na sluéajeve izotermske medjufazne po-
vrsine inje-vazduh. Poredjenja izmedju srednjih Nusselt-ovih i Sherwood-o-
vih brojeva za sluc¢ajeve konstantne temperature medjufazne povrsine i kon-
stantnog toplotnog fluksa se mogu vrsiti na dva razli¢ita naéina [13] . Prvi
od njih se zasniva na srednjoj temperaturskoj razlici duz ploée, dok je dru-
gi pak zasnovan na razlici temperatura na polovini duZine plo¢e. Kako je
u 133, za prelaz toplote pri slobodnoj konvekciji duz vertikalne ravne plo-
¢e, pokazano vrednosti Nu dobijene sa (T - Tw) na L/2 za konstantan top-
lotni fluks se veoma dobro slazu sa vrednostima koje se dobijaju u slucaju
konstantne temperature medjufazne povrsine. »

Imajuéi u vidu predhodnu c¢injenicu se izrazi za lokalne vrednosti
Nusselt-ovog i Sherwood-ovog broja, jednaéine (48), (49) i (50), mogu tran-
sformisati tako da daju odgovarajue srednje vrednosti jednostavnom zame-
nom (T, - T_) na L/2. Na taj nadin se izrazi za srednji Nusselt-ov i
Sherwood-ov ‘groj izrazavaju neposredno iz jednaéina (48) do (50) kao

u kome Sh = i—L = 0,114 Nu (51)
su : 12 ‘
—_ o
Nu = TL = 0,5254 (GrLPr)l/ % zax > 0 (52)
. o,
Nu = S 0,4889 (GrLPr)1/4 Za X+ o (53)

Poredjenje teorijskih resenja (51) i (52) sa eksperimentalnim
podacima iz [1], [3] je prikazano na slici 2 i slici 3.

MoZe se zapaziti da je slaganje izmedju eksperimentalnih podata-
ka i teorijskih resenja prikazanih u ovom radu veoma dobro.

U pogledu uticaja termitkog zradenja na prelaz toplote moZemo
potvrditi osnovne zakljucke iznesene u [ 3] . Radijaciona komponenta iznosi
oko 20 procenata od ukupnog toplotnog fluksa, te se pri odredjivanju koefi-
cijenta prelaza toplote ne moZe zanemariti.

Uticaj zraéenja na prelaz mase se izrazava vezom izmedju
Sherwood-ovog i Nusselt-ovog broja (pogledati jednadinu /51/ ). Stoga se ni
u odnosu na koeficijent prelaza mase uticaj zraGenja ne moZe zanemariti.

6. Zakljucci

Dobijena su analiti¢ka reSenja problema prelaza toplote i mase
pri slobodnoj konvekeciji na vertikalnu kriogeno hladjenu ploéu , pri lami-
narnom strujanju, uz uslov konstantnog ukupnog toplotnog fluksa na medju-
faznoj povrsini, pri éemu je uticaj medjudejstva termickog zradenja i kon-
vekcije uzet u obzir veé pri matematitkoj formulaciji modela problema.

Istaéi éemo sledeée najvaZnije zakljucke :
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Slika 2 - Poredjenje eksperimentalnih podataka 1 , 3 i jed. (52);
korelacija za prelaz toplote.

a. Sistem diferencijalnih jednacina koje opisuju proces simultanog
prelaza toplote i mase pri slobodnoj konvekeciji, sa zradenjem ukljuéenim u
graniéne uslove, je reSen pribliZno metodom usrednjenih funkcionalnih kore-
kcija uz predpostavku da na medjufaznoj povrsini inje-vazduh vladaju uslovi
termodinamiéke ravnoteZe. U prikazanom opStem resSenju, jednaéine (38) i
(39), se pri odredjivanju lokalnih vrednosti Nusselt-ovog i Sherwood-ovog
broja temperatura povrsine Ow i odnos debljina graniénih slojeva moraju
nalaziti reSavanjem jednaéina (33) i (34). Stoga je, u ovom radu, opSte re-
Senje izraZzeno u implicitnom obliku.

b. Ograniéenje na asimptotske sluéajeve malih (x +0) i velikih
(x *» ) x vrednosti dovodi do moguénosti dobijanja relacija za eksplicitno
odredjivanje lokalnog Nusselt-ovog i Sherwood-ovog broja, jednadine (43) i
(44). Funkcije 6_ (x) i A (x) u ovom slué¢aju treba odredjivati iz algebar-
skih jednadina (40) i (41).

c. KoriSéenjem uslova ravnotezZe na opseg kriogenih temperatura
je ustanovljeno da je maseni udeo vodene pare na medjufaznoj povrsini inje-
vazduh toliko mali da se praktiéno moZe smatrati nulom. Na osnovu toga
se, prema izvedenoj analizi, moZe zakljuc¢iti da mehanizam razmene mase
ima mali uticaj na koeficijent prelaza toplote, te se stoga Nusselt-ov broj
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Slika 3 - Poredjenje eksperimentalnih podataka 1 , 3 i jed. (51);
korelacija za prelaz mase ;

1

moze odredjtvati nezavisno od procesa razmene mase iz jednaéina '49) 111
(50). S druge pak strane odnos debljina graniénih slojeva postaje nezavisan
od procesnih parametara te se prakticno moZe smatrati konstantom, jedna-
¢ina (47).

d. Termicko zradenje ima znadajan uticaj na Nusselt-ov, a preko
njega i Sherwood-ov broj. Ovaj se efekat izraZava jednaéinom (40)

e. Teorijske korelacije za izraZavanje srednjeg Nusselt-ovog i
Sherwood-ovog broja, dobijene koriSéenjem razlike temperatura na polovi-
ni duzine plode, su uporedjene sa eksperimentalnim podacima iz [1],

[ 31. I za Nusselt-ov i za'Sherwood-ov broj je slaganje izmedju teorij-
skih reSenja i eksperimentalnih podataka je sasvim dobro.
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7. Oznake

a,,8,,85,8, - funkeije definisane jed. (26) (m/s)
A - koeficijent definisan jed. (35) (-)
B - koeficijent definisan jed. (30) (-)
cp - specifi¢na toplota vlaznog vazduha (J/kg K)
C - koeficijent definisan jed. (36) (-)
D - koeficijent definisan jed. (37) (-)
gy - gravitaciono ubrzanje (m/s2)
B, (T, - Tw)x3
GF == - Grashof-ov broj zasnovan na osnovu koordl-
X 2
v nate x (-)
(T, - Tw) L
GrL = - Grashof-ov broj zasnovan na osnovu duZine
v ploée (-)
Ahs -~ - toplota sublimacije (J/kg)
K ,K2 - konstante definisane jed. (42) .
L - duZina ploce (m)
Le = Sc¢/Pr - Lewis-ov broj (-)
xilw - gustina fluksa mase na medjufaznoj povrsini (kg/m s)
1\7[1. LZZ - molekulske teZine vodene pare i vazduha, respektivno
o x (kg/mol)
Nux ™ - lokalni Nusselt-ov broj (-)
- o 2
u = 0y - srednji Nusselt-ov broj -)
- totalni pritisak (N/m )
Piw - parcijalni pritisak vodene pare (N/m )
Pr - Prandtl-ov broj (-)
cic - gustina konvekléivnog toplotnog fluksa na medjufaznoj
povrsini (W/m") .
dm - gustina fluksa promene faze na medjufaznoj povrsini (W/m'
qd - gustina raxhjaclonog toplotnog fluksa na medjufaznoj povr-
R
§ini W/m?2 )
dw - gustina totalnog toplotnog fluksa (W/m )
R1 - gasna konstanta za vodenu paru (J/kg K)
S - Schmidt-ov broj (-)
e - debljina sloja inja (-)
- debljina hidrodinamickog i termickog graniénog sloja (m)
L R i S
S - - debljina difuzionog grani¢nog sloja (m)
S u - lokalni Sherwood-ov broj (-}
Sh - srednji Sherwood-ov broj (-)
Tw - temperatura na medjufaznoj pov réint inic vazduh (K)
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To - temperatura okolnog ambijenta (K)

u - komponenta brzine u x pravcu (m/sec)
v # - komponenta brzine u y pravcu (m/sec)

v =— - brzina prelaza mase vodene pare na medjufaznoj povrsSini

m p

(m/s) >

X - koordinata duz ploée (m)

Xy - -maseni udeo vodene pare u vlaznom vazduhu (kgl/kg)
X1w - maseni udeo vodene pare na medjufaznoj povrsini (kgl/kg)
y - koordinata upravna na povrsinu ploée (m)

Gréka slova

a - koeficijent prelaza toplote (W/m )

B - koeficijent prelaza mase' (W/m )

d4n p . . . : -1

Bt =-( 3T )plxl - koeficijent termickog Sirenja na T i Xl (K ")
B . =B binarni koeficijent irenja na T i

1 -{ axl )plT - rni cijent Sirenja na T, i x1°° -)

I‘S = 5,6697 - 10”8 - Stefan-Boltzmann-ova konstanta (W/m 2t )

- srednja binarna difuzivnost (m2/ s)

S
A= SL - odnos debljina grani¢nih slojeva (-)
Lm .
" w _1/a N . ,
R 1+ e—r—s—T;;—) - bezdimenziona radijaciona temperatura (-)
T
Bw = T—: - bezdimenziona temperatura na medjufaznoj povrsini
inje-vazduh (-)
€ - emisivnost inja (-)
K - koeficijent temperaturne provodljivosti (m /s)
A - koeficijent provodjenja toplote (W/m K)
v - kinematska viskoznost (m2/s)
o - gustina vlaznog vazduha (kg/m")
¢ (Tw) - funkcija ravnoteze definisana jed. (19)
Indeksi
@ - odnosi se na ambijent
w - odnosi se na medjufaznu povrsinu inje-vazduh
1 - komponenta 1 (vodena para)
0 ~-nax=y=20
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