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Modeliranje pogonske sile za razmenu toplote u plamenocevnim toplovodnim kotlovima sa tri 

prolaza gasa predstavlja ključni korak za razumevanje, projektovanje i analizu ovakvih sistema. Na 
ovaj način dobija se matematički opis transporta toplote sa jasnim uvidom u temperaturne profile 
dimnih gasova sa cevne i vode sa međucevne strane. Analitičko modeliranje daje mogućnost da se u 
odsustvu preciznih modela i eksperimentalnih rezultata dobiju okvirni trendovi, identifikuju parame-
tri i granice sistema bez kompleksnih i dugih simulacija. Dobijeni rezultati pružaju osnovu za procenu 
efikasnosti kotla, određivanje potrebnog protoka vode i optimizaciju konstrukcije za različite kapa-
citete. Ovaj pristup se pokazuje kao pogodan alat za unapređenje energetske efikasnosti, sigurnosti i 
pouzdanosti toplovodnih kotlova, kao i za razvijanje kriterijuma koji olakšavaju projektovanje i kon-
trolu rada u praksi. 

Modeling the driving force for heat exchange in fire-tube hot-water boilers with three gas 
passes represents a key step in understanding, designing, and analyzing such systems. In this way, a 
mathematical description of the heat transfer process is obtained, providing clear insight into the 
temperature profiles of flue gases on the tube side and water on the shell side. Analytical modeling 
makes it possible, even in the absence of precise models and experimental results, to determine ge-
neral trends, identify parameters, and establish system boundaries without complex and time-consu-
ming simulations. The obtained results form the basis for assessing boiler efficiency, determining the 
required water flow, and optimizing the design for different capacities. This approach proves to be a 
suitable tool for improving the energy efficiency, safety, and reliability of hot-water boilers, as well 
as for developing criteria that facilitate practical design and operational control. 

1. Teorijski uvod 
Cilj ovog rada je razvoj matematičkog modela pogonske sile za razmenu toplote u 

plamenocevnom toplovodnom kotlu sa tri prolaza gasa. Model se zasniva na postavljanju bilansa 
energije na elementarnoj zagrevnoj površini dS za svaki prolaz posebno. Pretpostavke za ovaj model 
su u skladu sa pretpostavkama koje su uveli Fischer (1938) i Hausen (1983): konstantan koeficijent 
prolaza toplote, konstantna vrednost specifičnih toplotnih kapaciteta toplijeg i hladnijeg fluida i 
stacionarnost strujanja. Analitičkim rešavanjem dobijenog sistema linearnih diferencijalnih jednačina 
izvedeni su izrazi za temperaturne profile produkata sagorevanja (topliji fluid) - t'(S), t''(S) i t'''(S) duž 
razmenjivačke površine. Dobijeni model omogućava direktno određivanje izlaznih temperatura iz 
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svakog prolaza (označeni kao t', t'' i t'''), raspodele toplotnog opterećenja i lokalne pogonske sile kao 
funkcije bezdimenzionog parametra površine. 

Plamenocevni toplovodni kotlovi sa tri prolaza gasa široko su zastupljeni u sistemima 
daljinskog grejanja i industrijskim postrojenjima zbog kompaktnosti konstrukcije i visokog stepena 
iskorišćenja goriva[1]. Na slici 1, prikazan je kotao sa svojim elementima.  

 
Slika 1. 3D model kotla Magno-SR 999 proizvođača „Hargassner“ sa označenim delovima  

(1 – sistem za pneumatsko čišćenje cevi; 2 – multiciklon; 3 – izlaz dimnih gasova; 4 – dovod pri-
marnog vazduha za sagorevanje; 5 – dovod sekundarnog vazduha za sagorevanje; 6 – pužni doz-

irator goriva; 7 – kontejner za pepeo; 8 – vrata za ulaz u ložište; 9 – cevni snop za razmenu toplote 
konvekcijom; 10 – ložište kotla sa ozračenim površinama; 11 – sistem za odvod pepela;  

12 – sigurnosna klapna za zaštitu od povratnog plamena; 13 – odvod propadnog pepela ispod 
rešetke; 14 – automatsko paljenje goriva; 15 – rezervni cevni snop u konvektivnom delu;  

16 – sistem za vodeno hlađenje rešetke.) [2] 

2. Postavka modela 
Razmatrani sistem je plamenocevni toplovodni kotao u kome produkti sagorevanja (strana cevi) 

i voda (međucevna strana) razmenjuju toplotu preko zagrevne površine cevi većeg promera u prvom 
prolazu i površine cevnih snopova u preostala dva prolaza. 

Osnova modela zasnovana je na bilansiranju energetskih tokova po uzoru na pristup koji je 
postavio Fisher [3], čiji je cilj bio uspostavljanje analitičkog rešenja za korekcioni faktor razmen-
jivača sa više od jednog prolaza sa strane cevi i u međucevnom prostoru. 

U njegovom radu prikazan je postupak modeliranja i početne pretpostavke, dok je u ovom radu 
fokus dat na proširenje Fisherovog modela sa ciljem dobijanja temperaturnog profila u funkciji 
bezdimenzionog parametra ξ koji se definiše kao odnos površine u bilo kom delu razmenjivača S i 
ukupne površine Suk(1). 
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uk

S
S

ξ =  (1) 

gde su: 
Suk, m2 – ukupna površina za razmenu toplote, 
S, m2 – površina za razmenu u bilo kom delu razmenjivača toplote, 
ξ,  – bezdimenziona veličina koja predstavlja odnos površine S ukupne površine za razmenu 

toplote Suk. 
Produkti sagorevanja ulaze u kotao na temperaturi t₁ i prolaze kroz tri uzastopna prolaza pre 

nego što napuste kotao, menjajući smer strujanja u skretnim komorama (sa prednje i zadnje strane 
kotla). Voda ulazi u kućište kotla na temperaturi T₁ i napušta ga na temperaturi T₂, zagrevajući se 
preko celokupne zagrevne površine. 

Model se razvija uz sledeće pretpostavke[3][4]: 
– ukupni koeficijent prolaza toplote k konstantan je duž celokupne površine za razmenu, 
– specifični toplotni kapacitet produkata sagorevanja cp1 i vode cp2 su konstantne vrednosti, 
– svaki fluid je idealno izmešan, temperatura je uniformna po poprečnom preseku, 
– fluidi (voda i produkti sagorevanja) stacionarno struje, 
– toplotni gubici u okolinu su zanemarljivi, 
– transport toplote između pojedinih prolaza kroz skretne komore je zanemarljiv, 
– ne dolazi do isparavanja vode, 
– zagrevna površina jednako je raspoređena između sva tri cevna prolaza. 
Slika 2 prikazuje šematski presek plamenocevnog kotla sa tri prolaza gasa i grafičku osnovu 

matematičkog modela. Bezdimenzioni parametar razmenjivačke površine (ξ) je definisan kao odnos 
površine u bilo kom delu aparata i ukupne površne. Vrednosti koje ξ uzima su ξ = 0 čime je pred-
stavljen uslov za temperature gasa i vode na ulazu, T1 i t1, dok je za ξ = 1 definisana ukupna površina 
razmenjivača toplote ali i dužinu na kojoj se javlja promena smera strujanja, odnosno vrednosti tem-
perature gasa i vode na izlazu, t2 i T2.  

 
Slika 2. Ilustrovan prikaz vrelovodnog kotla sa tri prolaza produkata sagorevanja  

kroz cevni deo i prolaza vode kroz međucevni prostor 

Na slici 2 su prikazane sve relevantne termičke veličine sistema. Temperatura vode na strani 
međucevnog prostora označena je sa T, a njena vrednost na elementu površine dξ menja se za dT, 
dostižući vrednost T + dT na izlaznoj strani elementa. Produkti sagorevanja prolaze kroz tri odvojena 
prolaza čije su temperature označene redom t₁', t₁'' i t₁''' u zavisnosti od prolaza. Na ulazu u posmatrani 
element, temperature gasa u pojedinim prolazima iznose t₁', t₁'' i t₁''', dok su izlazu iz posmatranog 
bilansnog elementa te veličine označene t₁' + dt₁', t₁'' + dt₁'' i t₁''' + dt₁'''. [3] 

Posebno je važno uočiti razliku u smerovima strujanja dimnih gasova između prolaza, što je na 
slici prikazano strelicama unutar cevi.  



18 39th INTERNATIONAL CONGRESS ON PROCESS INDUSTRY 

 
Gas u prvom prolazu (t₁') i trećem prolazu (t₁''') teče u smeru porasta parametra ξ [01] s leva 

na desno. Gas u drugom prolazu (t₁'') teče u suprotnom smeru, s desna na levo.  

2.1. Izvođenje diferencijalnih jednačina iz energetskog bilansa 
Pisanjem bilansa energije na elementarnoj razmenjivačkoj površini dS za svaki prolaz posebno, 

uz pretpostavku stacionarnog strujanja fluida i zanemarljivih toplotnih gubitaka, dobija se sistem 
diferencijalnih jednačina.  

Bezdimenzioni parametar dξ definiše odnos elementarne površine dS prema ukupnoj površini 
Suk, definisan je izrazom (2), čime se omogućava jedinstveno skaliranje i poređenje temperaturnih 
profila po prolazima. Diferencijalne jednačine za svaki prolaz date su u izrazima (3) - (5). 

 
uk

dSd
S

ξ =  (2) 

Za prvi prolaz, gas struji u smeru porasta ξ, temperatura se snižava predajući toplotu vodi: 

 1 1 ( ( ) )p uk
dtm c kS T t
d

ξ
ξ
′

′= −  (3) 

Za drugi prolaz, gas struji u smeru opadanja ξ (protivstrujni tok), što uvodi negativan predznak 
na levoj strani jednačine: 

 1 1 ( ( ) )p uk
dtm c kS T t
d

ξ
ξ
′′

′′− = −  (4) 

Za treći prolaz, gas ponovo teče u smeru porasta ξ, te je jednačina oblika istog kao za prvi 
prolaz: 

 1 1 ( ( ) )p uk
dtm c kS T t
d

ξ
ξ
′′′

′′′= −  (5) 

gde su: 
t1, °C – temperatura gasa (produkata sagorevanja) na ulazu u kotao, 
m1, kg/s – maseni protok gasa, 
cp1, J/(kg·K)  – specifični toplotni kapacitet gasa, 
k, W/(m2·K)  – ukupni koeficijent prelaza toplote, 
Suk, m2 – ukupna površina za razmenu toplote, 
ξ,  – bezdimenziona veličina koja predstavlja odnos površine S ukupne površine za 

razmenu toplote Suk. 
Ukupna količina toplote predata vodi na površini dξ jeste zbir doprinosa iz sva tri prolaza, što 

odgovara šemi datoj na slici 2 sa strelicama dQ. 
Bilans energije na strani vode je prikazan jednačinom (6): 

 [ ]2 2 1 1 1( ) ( ) ( )p uk
dTm c kS T t T t T t
dξ

′ ′′ ′′′= − + − + −  (6) 

gde su: 
t', t'' i t''', °C – temperatura produkata sagorevanja u svakom prolazu, 
T1, °C – temperatura vode na ulazu u kotao, 
T2, °C – temperatura vode na izlazu iz kotla, 
m2, kg/s – maseni protok vode, 
cp2, J/(kg·K)  – specifični toplotni kapacitet vode, 
k, W/(m2·K)  – ukupni koeficijent prenosa toplote, 
Suk, m2 – ukupna površina za razmenu toplote. 



39. MEĐUNARODNI KONGRES O PROCESNOJ INDUSTRIJI 19 

 
Sistem od četiri spregnute linearne diferencijalne jednačine (3) − (6), čini matematičku osnovu 

modela. Rešavanjem ovog sistema uz odgovarajuće granične uslove dobijaju se analitički izrazi za 
temperaturne profile t₁'(ξ), t₁''(ξ), t₁'''(ξ) i T(ξ), koji su predmet narednog poglavlja. [3] 

3. Postupak modeliranja 
Polazni sistem od četiri spregnute diferencijalne jednačine (3) − (6) nije moguće rešavati izolo-

vano po prolazima, jer sve četiri jednačine sadrže temperaturu vode T(ξ) kao nepoznatu funkciju. 
Metoda rešavanja počinje eliminacijom temperatura gasa, a zatim se sabiranjem jednačina za sva tri 
prolaza dobija jednačina koja sadrži samo T(ξ). Na ovaj način se dobija diferencijalna jednačina dru-
gog reda (7). 

 
2 2 2 22

1 2
12 2 2

2 2 1 1 1 1 1 1

13
( ) ( )

uk uk uk

p p p

kS k S k SR td T dT T T
d m c d m c R m c Rξ ξ

   −
− + = −   

   
 (7) 

gde su: 
t2, °C – temperatura gasa (produkata sagorevanja) na izlazu iz kotla, 
T1, °C – temperatura vode na ulazu u kotao, 
T2, °C – temperatura vode na izlazu iz kotla, 
m1, kg/s – maseni protok produkata sagorevanja (gasa), 
m2, kg/s – maseni protok vode, 
cp1, J/(kg·K)  – specifični toplotni kapacitet produkata sagorevanja, 
cp2, J/(kg·K)  – specifični toplotni kapacitet vode, 
k, W/(m2·K)  – ukupni koeficijent prelaza toplote, 
Suk, m2 – ukupna razmenjivačka površina. 

Sabiranjem levih i desnih strana jednačina za sva tri prolaza, uz uvođenje toplotnog ekvivalenta 
R1 (8): 

 2 2
1

1 1

m cpR
m cp

=  (8) 

Uzimajući u obzir da promena temperature vode duž razmenjivačke površine mora biti 
konzistentna sa ukupno predatom toplotom, dobija se linearna diferencijalna jednačina drugog reda 
za T(ξ). 

Ova jednačina ima karakteristične korene r1 i r2 koji su dati izrazom (10) dok je homogeno i 
partikularno rešenje prikazano izrazima (11) i (12) respektivno: 

 
2 2

uk

p

kSA
m c

=  (9) 

 ( )1,2 1 13 9 4 (1 )
2
Ar R R= ± − −  (10) 

 1 2
1 2( ) r r

hT C e C eξ ξξ = +  (11) 

 1 1 2

11p
t R TT

R
−

=
−

 (12) 

Fizički smisao korena r1 i r2 predstavlja koliko brzo se odvija promena temperature duž razmen-
jivačke površine.  

Opšte rešenje diferencijalne jednačine drugog reda za T(ξ) jeste: 
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 1 2 1 1 2
1 2

1

( )
1

r r
h

t R TT C e C e
R

ξ ξξ −
= + +

−
 (13) 

Konstante integracije C1 i C2 određuju se iz poznatih graničnih uslova ulazne temperature vode 
T1 na ξ = 0 i izlazne temperature vode T2 na ξ =1. 

Rešenje diferencijalne jednačine (13) za promenu temperature vode u međucevnom prostoru 
T(ξ), uvrštava se u diferencijalne jednačine za svaki prolaz (3) − (5). Jednačine za t', t'' i t''' tada 
dobijaju oblik linearnih diferencijalnih jednačina prvog reda sa članovima eksponencijalnog oblika i 
date su jednačinama (14) − (16): 

 ( )1 2
1 2

r r
p

dt C e C e T t
d

ξ ξγ
ξ
′

′= + + −  (14) 

 ( )1 2
1 2

r r
p

dt C e C e T t
d

ξ ξγ
ξ
′′

′′− = + + −  (15) 

 ( )1 2
1 2

r r
p

dt C e C e T t
d

ξ ξγ
ξ
′′′

′′′= + + −  (16) 

Pri čemu je 
1 1

uk

p

kS
m c

γ =  

Svaka od ovih jednačina sada ima poznatu desnu stranu, član sadrži T(ξ) koji je već određen, a 
jedina nepoznata je temperatura gasa u odgovarajućem prolazu. Ovo je ključni korak u pristupu 
rešavanja, sada se rešavaju tri nezavisne jednačine prvog reda. 

4. Rezultati  
U tabeli 1 su prikazani rezultati analitičkog modela cevnog razmenjivača toplote sa tri prolaza 

produkata sagorevanja, pri čemu su obuhvaćeni osnovni termodinamički parametri procesa – temper-
ature produkata sagorevanja (gasa) na ulazu i izlazu iz svakog prolaza, kao i količina razmenjene 
toplote. Ovi podaci omogućavaju uvid u promenu temperature toplijeg fluida duž razmenjivačke pov-
ršine i količinu toplote u jedinici vremena za svaki od prolaza, što je ključno za razumevanje efi-
kasnosti troprolazne konfiguracije. 

Tabela 1: Prikaz dobijenih vrednosti izlazne temperature gasa i količine razmenjene toplote  
u jedinici vremena primenom modela 

Prolaz t₁'(ξ), t₁'' (ξ), t₁''' (ξ) temperatura 
gasa na ulazu u prolaz [°C] 

t₁'(ξ), t₁'' (ξ), t₁''' (ξ) temperatura gasa 
na izlazu iz prolaza [°C] 

Q  [kW] 

Prolaz 1 (gas →,  ξ: 0→1) 850 399,7 390,3 

Prolaz 2 (gas ←,  ξ: 1→0) 399,7 171,2 198,1 

Prolaz 3 (gas →,  ξ: 0→1) 171,2 118,2 45,9 

Ukupno 634,3 

 
Iz prikazanih vrednosti u tabeli 1 jasno se uočava da je najveća razlika temperature i najveća 

količina razmenjene toplote u prvom prolazu, dok se u drugom prolazu proces nastavlja manjim in-
tenzitetom. Treći prolaz pokazuje relativno mali doprinos ukupnoj razmenjenoj količini toplote u 
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jedinici vremena, ali je neophodan za postizanje krajnje izlazne temperature gasa od 118,2°C. 
Ukupno, troprolazna konfiguracija obezbeđuje toplotnu snagu od 634,4 kW. 

Na osnovu rezultata koji su prikazani u Tabeli 1, na slici 3 je dat grafički prikaz, gde se jasno 
uočava tok hlađenja produkata sagorevanja u tri uzastopna prolaza, što vizuelno potvrđuju numeričke 
vrednosti izlaznih temperatura i količine razmenjene toplote. 

 
Slika 3. Dijagram promene temperature produkata sagorevanja i vode u funkciji ξ 

Dijagram na slici 3 prikazuje promenu temperature toplijeg fluida duž razmenjivačke površine 
u prvom (crvena), drugom (žuta) i trećem (zelena), kao i promenu temperature hladnijeg fluida (voda) 
– linija plave boje 

Krive temperaturnih profila dimnih gasova jasno pokazuju značajno sniženje temperature u 
prvom prolazu (850°C → 399,7°C), zatim nastavak hlađenja u drugom prolazu (399,7°C → 171,2°C), 
dok treći prolaz ima završnu ulogu u postizanju krajnje izlazne temperature (171,2°C → 118,2°C). 
Četvrta kriva, prikazana plavom bojom pri dnu dijagrama, ilustruje zagrevanje vode u kotlu, koja se 
zagreva od 70 do 90°C. 

5. Zaključak 
Rezultati dobijeni pomoću razvijenog matematičkog modela ukazuju da se u stacionarnim uslo-

vima rada u prvom prolazu preda najveća količina toplote sa produkata sagorevanja koji struje sa 
cevne strane, na vodu u međucevnom prostoru.  

Razmenjena količina toplote u prvom prolazu odgovara promeni temperature sa ulaznih 850°C 
na 399,7°C koliko iznosi temperatura dimnih gasova na izlazu iz prvog prolaza. U drugom prolazu 
temperatura pada od početnih 399,7°C na 171,2°C dok se u trećem proalzu razmeni najmanja količina 
toplote, stoga temperatura na ulazu u treći prolaz iznosi 171,2°C dok je na izlazu iz trećeg prolaza, 
odnosno iz kotla, 118,2°C.  

Ukupna snaga koju ova konfiguracija obezbeđuje iznosi 634,4 kW. Ovaj model omogućava 
proračun temperatura u svakom delu razmenjivačke površine bez upotrebe složenih i skupih softver-
skih paketa ili upotrebom skupih mernih instrumenata. Takođe može poslužiti kao osnova za razvoj 
dinamičkih modela. 
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